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Resumo

Este artigo apresenta o desenvolvimento e a andlise de uma abordagem de otimizagao exata,
fundamentada em Programagao Linear Inteira (PLI) e significativamente acelerada por GPU com
NVIDIA CUDA, para a resolugdo do Problema de Wave Order Picking WOP proposto no Desafio
SBPO 2025 do Mercado Livre. O WOP, um problema de natureza NP-Dificil, consiste na selegao
otimizada de um subconjunto de pedidos (denominado wave) e um subconjunto de corredores a
serem visitados em um centro de distribuigdo, com o objetivo de maximizar a eficiéncia da co-
leta. Detalhamos a formulacao matemaética do problema, incluindo a complexa tarefa de linearizar
uma fungao objetivo fraciondria, para a qual exploramos trés métodos distintos: Varidvel Inversa,
Charnes-Cooper e o algoritmo iterativo de Dinkelbach. Discutimos a implementacdo de um mo-
delo flexivel que acomoda tanto restrigoes rigidas quanto suaves (com penalidades), a aplicagdo
de técnicas avangadas de pré-processamento de dados e do modelo matemé&tico para reducao do
espaco de busca, e a crucial integracao com o solver IBM CPLEX e a tecnologia CUDA. Esta
combinacao permitiu obter resultados altamente competitivos, igualando a solugao 6tima em 14 a
16 das 20 instancias do desafio, dentro de limites de tempo exiguos (aproximadamente 10 minutos
por instancia). Uma andlise detalhada e passo a passo de uma instancia de exemplo (t/0001) é
fornecida para ilustrar a aplicacao pratica e os meandros do modelo. Os resultados experimentais e
a discussao subsequente demonstram a viabilidade e a eficicia da abordagem exata quando sinergi-
camente combinada com modelagem matematica sofisticada e aceleragao computacional de ponta,
oferecendo uma alternativa poderosa as tradicionais abordagens heuristicas para este complexo
problema logistico.

Palavras-chave: Wave Order Picking, Otimizagao Exata, Programacao Linear Inteira (PLI), Aceleragao
por GPU (CUDA), Linearizacao de Fungao Fracionédria, CPLEX, Pré-processamento, Logistica de E-
commerce.

Nota dos autores

Este artigo foi elaborado como parte dos requisitos avaliativos da
disciplina de Otimizacao Continua e Combinatéria, componente curri-
cular do Mestrado em Informatica da Universidade Federal de Alagoas
(UFAL). A proposta consistiu em pesquisar, analisar e implementar uma
solugdo para um problema real e complexo de otimizagdo combinatoéria,
apresentando os resultados em formato de artigo cientifico. Para isso,
escolhemos trabalhar com o Wave Order Picking, um problema logistico
proposto pelo Mercado Livre no Desafio SBPO 2025.

Como a implementagao computacional era obrigatéria, optamos inici-
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almente por desenvolver uma abordagem heuristica, considerando a alta
complexidade do problema — classificado como NP-Dificil. No entanto,
decidimos avancar para uma abordagem exata, utilizando Programa-
¢ao Linear Inteira (PLI), com aceleracao por GPU via NVIDIA CUDA.
Essa escolha mostrou-se nao apenas viavel, como também extremamente
eficaz, permitindo alcancar solugoes 6timas em tempos computacional-
mente aceitaveis para as instancias do desafio.

Adotamos, ao longo do texto, um estilo conscientemente didatico e
acessivel, sem abrir mao do rigor técnico exigido pela natureza do tema.
Nossa intencao foi tornar o contetido compreensivel nao apenas para es-
pecialistas em otimizacgao e ciéncia da computacao, mas também para
leitores de dreas correlatas ou interessados no assunto, mesmo sem for-
magao técnica aprofundada. Esperamos, com isso, contribuir para uma
divulgacao mais ampla do conhecimento, equilibrando clareza, precisao
conceitual e profundidade analitica.

1 Introducao

A eficiéncia nas operacoes logisticas dos centros de distribuicao tornou-se um diferencial competitivo
relevante no setor varejista, especialmente no comércio eletronico(Pocinho, 2013b). Nesse contexto, a
separagao de pedidos (order picking) parece ser um dos fatores mais criticos da operagdo em centros
de distribuigao, podendo representar mais de 50% dos custos operacionais (Koster et al., 2007).Em
contextos como o do Mercado Livre, onde acredita-se que o volume de pedidos seja alto e o tempo de
ciclo restrito, otimizar essa etapa parece essencial (Gu et al., 2010, Rodrigues and Silva, 2022).

O problema de Wave Order Picking (WOP) é uma formulagao combinatéria relevante nesse con-
texto. Nele, waves (ondas) sdo subconjuntos de pedidos coletados simultaneamente, geralmente vi-
sando eficiéncia operacional. O objetivo, neste caso, ¢ maximizar a produtividade da coleta, definida
como a razao entre a quantidade total dos pedidos selecionados e a quantidade total de corredores
necessarios para coleta-los. Formalmente, o WOP pode ser descrito como:

ZOGO SO * Lo

Z pu—
ZaGA Ya

(1.1)

Apesar de sua relevancia prética, o WOP frequentemente apresenta dificuldade de resolugao exata
devido a sua natureza combinatéria complexa. Isso ocorre porque o problema exige decisoes simul-
taneas de agrupamento de pedidos e roteamento, o que o classifica como um problema NP-dificil
(Azadivar and Wang, 2021). Diante desse desafio computacional, parte significativa dos trabalhos
na literatura optam pela utilizacdo de heuristicas e meta-heuristicas (Roodbergen et al., 2021), que,
embora oferecam solugoes de boa qualidade em tempo computacional aceitavel, nao asseguram otima-

lidade.

Contrariando essa tendéncia, propomos neste artigo uma abordagem exata e computacionalmente
vidvel para o WOP, denominada PLIWC? — Programacdo Linear Inteira com penalidades suaves com
CPLEX e aceleragao CUDA. Nosso método combina modelagem matemética robusta com otimizagoes
computacionais estratégicas, divididas em cinco pilares:

1. Modelagem fracionaria e métodos de linearizagao: a funcao objetivo é transformada em forma
linear via trés estratégias: wvaridvel inversa, Charnes-Cooper e o algoritmo iterativo de Dinkel-
bach. Cada método é discutido quanto a estabilidade numérica, densidade do modelo e impacto
pratico.

2. Restrigoes suaves com penalidades calibraveis: o modelo admite violagdo controlada das res-
trigoes (capacidade da wave e disponibilidade dos itens) mediante penalizagdo direta na fungao
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objetivo. Essa flexibilidade melhora a robustez e adaptabilidade as condicbes operacionais reais.

. Pré-processamento estruturado com GPU: antes da modelagem, os dados sao organizados, filtrados e
estruturados usando operacdes vetoriais em GPU, acelerando etapas tipicamente quadréticas®, como
geracao de matrizes de conflito e filtragem de pedidos invidveis?.

Integracao com CPLEX via PuLP: a modelagem MILP com PulLP e garante estabilidade e qualidade
de solucdo, especialmente relevante em modelos com FO fraciondria e muitas varidveis.?

Avaliagao iterativa e paralela da fungao objetivo: no método de Dinkelbach, cada iteracao exige
reavaliacao da razao FO. Utilizamos GPU para realizar esse calculo de forma vetorizada e paralela, o
que reduz drasticamente o tempo de cada ciclo.

O diferencial computacional desta proposta reside, portanto, na utilizacao de GPU para acelerar
tanto o pré-processamento quanto a avaliacdo de FO. Testes empiricos mostraram ganhos médios de
até 28 x em comparacao com versoes sequenciais em CPU, permitindo que instancias com milhares de
pedidos sejam resolvidas com prova de otimalidade em menos de 10min* — atendendo ao limite de
tempo do Desafio SBPO 2025 proposto pelo Mercado Livre (Mercado Livre, 2025).

Este artigo detalha a formulacao matematica adotada, as técnicas de linearizacao e penalidades, a
arquitetura computacional baseada em CPU-GPU, os resultados experimentais obtidos e a comparacao
com o estado da arte. Pretendemos demonstrar que, com as ferramentas e estratégias adequadas, é
possivel tornar métodos exatos competitivos frente a heuristicas dominantes, promovendo uma solugao
rigorosa, eficiente e aplicavel em cendrios logisticos reais.

2 Justificativa e Relevancia

O problema de Wave Order Picking (WOP) surge em grandes centros de distribui¢do, onde a
eficiéncia na coleta de pedidos impacta diretamente os custos operacionais e a qualidade de servico.
Segundo Koster et al. (2007), o order picking pode representar mais de 50% dos custos totais de
um armazém, além de consumir até 60% do tempo das operagoes logisticas (Rodrigues and Silva,
2022). Em especial no e-commerce, cada segundo de atraso na separagao de pedidos pode resultar em
penalidades contratuais e insatisfacao do cliente (Mercado Livre, 2025).

Do ponto de vista computacional, o WOP ¢ extremamente desafiador: envolve decisoes simultaneas

1Operacdes como construcio de matrizes de conflito, verificacio de sobreposices e célculo de intersecdes entre cor-
redores sdo O(n2) por exigirem comparagoes entre todos os pares de elementos. Em cédigos sequenciais, isso resulta em
loops aninhados onde cada pedido é comparado com todos os outros, gerando n?/2 comparagdes. Por exemplo, detectar
conflitos entre n pedidos requer verificar, para cada par (i,j), se hd corredores compartilhados, resultando em comple-
xidade quadratica. A arquitetura das GPUs permite transformar estas operagbes em calculos paralelos simultaneos,
essenciais para viabilizar o processamento de instancias com n>10% em tempo aceitdvel.

20 pré-processamento estruturado com GPU representa uma técnica de aceleracio computacional que transforma
operagoes sequenciais O(n2) em operagoes paralelas O(n/k), onde k é o ntimero de threads CUDA disponiveis. Em
nosso modelo, a construcdo de matrizes de conflitos entre pedidos, a verificagdo de sobreposigoes de itens e o célculo de
intersecGes de corredores constituiam gargalos computacionais significativos, realizados originalmente em loops aninhados.
Ao transferir estas operacoes para execugao paralela em GPU, exploramos o paralelismo massivo da arquitetura CUDA,
que permite executar simultaneamente milhares de comparagoes entre elementos (7).

Medigbes empiricas demonstraram que em instancias com mais de 12.000 pedidos (instancep014dodataseta), por exem-
plo, o tempo de pré-processamento foi reduzido de aproximadamente 35s em CPU para cerca de 7s em GPU, representando
um speedup de 5x. Esta aceleragdo foi obtida através da substituicdo de loops aninhados por operacées vetorizadas de
comparagao.

3 A biblioteca PuLP permite modelar problemas de Programacio Linear Inteira Mista (MILP) em Python de forma
declarativa,o que facilita o uso de diversos "solvers”. Nossa solu¢do combina a simplicidade do PuLLP com a robustez do
CPLEX(Mitchell, 2024, IBM Corporation, 2023b).

40 item 4.5 do regulamento oficial do Desafio SBPO 2025 estabelece que, para cada instancia, o nimero de pedidos
selecionados em uma wave deve ser inferior ao total de pedidos disponiveis. Essa restrigdo visa garantir que a solugao
proposta represente uma selegao parcial dos pedidos, refletindo decisdes operacionais realistas no contexto logistico. Para
mais detalhes, consulte o regulamento oficial disponivel em https://github.com/mercadolibre/challenge-sbpo-2025/
blob/master/docs/pt_challenge_rules.pdf.
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de agrupamento de pedidos (order batching) e roteirizacao (picker routing), o que o caracteriza como
um problema NP-dificil (Pocinho, 2013a, Azadivar and Wang, 2021). Por essa razao, a maior parte
da literatura recorre a heuristicas e meta-heuristicas, que, embora rapidas, nao fornecem garantias de
quao préximas do 6timo suas solugoes estao (Roodbergen et al., 2021).

Nesse cendrio, métodos exatos baseados em Programagcao Linear Inteira (PLI) mantém papel cru-
cial, pois:

e Garantem encontrar solucao étima ou, ao menos, um gap mensuravel em relagao ao 6timo;
e Servem como benchmark confidvel para avaliar heuristicas e meta-heuristicas;

e Permitem identificar propriedades e padroes estruturais do problema, embasando o desenvolvimento
de algoritmos mais eficientes.

No entanto, a escalabilidade de solvers exatos em instancias médias a grandes costuma ser inviavel
em prazos operacionais aceitdveis, especialmente se nao houver algum tipo de aceleracao ou redugao
do espaco de busca. E justamente nesse ponto que se insere a motivacao deste trabalho: demonstrar
que um modelo PLI bem construido, complementado por pré-processamento paralelo em GPU e
restrigoes flexiveis (soft constraints), pode resolver instancias com centenas a milhares de pedidos
em tempo pratico. Por exemplo, ao usar aceleracao via CUDA e CuPy, conseguimos reduzir etapas
originalmente O(n?) (como geracdo de matrizes de conflito) de vérios segundos para fracoes de segundo,
viabilizando a resolugao de ondas com até 300-500 pedidos em < 60s.

Assim, a relevancia desta pesquisa se d4 em trés frentes principais:

e Académica: preenche a lacuna entre a otimizacao exata tradicional e técnicas de High Performance
Computing (HPC), oferecendo um arcabouco conceitual que pode ser estendido a outros problemas
combinatérios de grande porte.

e Industrial: entrega a operacao de armazéns de e-commerce uma ferramenta robusta, reprodutivel
e de alto rendimento, capaz de gerar solugoes 6timas ou com gap controlado em tempo compativel
com demandas reais.

e Cientifica: apresenta evidéncias empiricas de que a combinacao GPU + PLI nao apenas acompa-
nha, mas frequentemente supera heuristicas consagradas em termos de funcao objetivo e tempo de
execucgao, desafiando o paradigma de que métodos exatos sao invidveis em cendrios praticos.

Em resumo, ao adaptar modelos exatos a realidade proposta pelo Desafio SBPO 2025, nés ofe-
recemos insights valiosos para o avanco da pesquisa em otimizacao e para a melhoria dos processos
logisticos operacionais em larga escala, provando que é possivel conciliar rigidez matemética com
eficiéncia computacional.

3 Objetivos do Estudo

Este trabalho visa:

1. Modelar com exatidao o WOP fracionario, comparando trés métodos de linearizacao: Inversa,
Dinkelbach e Charnes-Cooper (com énfase nos dois primeiros).

2. Implementar essas variantes em PuLP + CPLEX, criando soft constraints para capacidade e
corredores, com penalidades calibradas a partir de estudos empiricos.

3. Desenvolver um pré-processamento vetorizado em GPU (CuPy) que:

e Construa a matriz de conflitante (pedido x pedido);
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e Identifique e remova pedidos dominados;

e Prepare vetores auxiliares (pontuagoes, volumes, afinidades).
4. Comparar nossos resultados (FO, tempo, gap) com:

e CPLEX CPU-only (sem GPU),
e Heuristicas consagradas (ILS, SA, GRASP),

e Relaragao Lagrangeana (quando disponivel).
5. Demonstrar que PLIwC?:

e Atinge FO préxima ao BOV oficial (91 %);
e Opera em média 32s para 300 pedidos (vs. 120s em CPU-only);

e Conhece o gap em casos de timeout ou instancias muito densas.

6. Divulgar um repositorio piiblico com cédigo-fonte, dados e instrucoes reproduziveis, servindo de
tutorial para combinar OR exato e HPC em Python.

4 Contribuigoes

1. Formulagao Matematica Completa: Apresentamos um modelo MILP com varidveis bindrias para
selecao de pedidos e corredores, introduzindo penalidades suaves para as restrigoes de volume e
disponibilidade. Detalhamos trés métodos de linearizacao da FO fraciondria: Inversa, Charnes-
Cooper e Dinkelbach, comparando estrutura algébrica, niimero de variaveis e impacto na densidade
do modelo.

2. Arquitetura Computacional PLIwC?: Integracao de PuLP para modelagem, CPLEX 22.1.2 para
resolugao, e CuPy 12.2.0 para aceleracdo GPU em pré-processamento (construcao de matrizes de
conflitos, volumes, scores) e avaliagdo da FO .

3. Pipeline de Execugao Otimizado: Descrevemos o fluxo de trabalho desde a leitura das instancias,
passando pelo pré-processamento em GPU, montagem do modelo MILP, resolugao com CPLEX e
avaliacao iterativa da FO. Destacamos a gestao eficiente de transferéncias entre CPU e GPU para
minimizar overhead.

4. Resultados Experimentais Robustos: Em 20 instancias (diretérios a e b), apresentamos tabela com
tempos parciais (pré-processamento, solver) e total, além de nimero de instancias resolvidas em
< 600s* e com timeout. Comparamos speedup de pré-processamento com e sem CUDA e eficiéncia
em relagao ao limite temporal.

5. Discussao Critica e Estado da Arte: Comparamos com heuristicas classicas de WOP, order bat-
ching e MILP fraciondrio da literatura. Destacamos originalidade no uso de CUDA para pré-
processamento e FO fracionaria exata.

5 Estrutura do Artigo

Este artigo estd organizado da seguinte forma, guiando o leitor desde a contextualizag@ao do problema
até a andlise aprofundada da solucao e seus resultados:

e Secao ??: Introdugao — Apresenta o problema de Wave Order Picking (WOP), sua relevancia no
contexto do e-commerce e do Desafio SBPO 2025, e introduz a abordagem exata PLIwC? proposta.
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e Secao ?7: Justificativa e Relevancia — Detalha a importancia da otimizagao do WOP para os custos
operacionais e a qualidade de servico, e posiciona a contribui¢do do trabalho frente aos desafios
computacionais e as limitagoes de abordagens puramente heuristicas.

e Secao ??: Objetivos do Estudo — Enumera os objetivos especificos da pesquisa, incluindo a modela-
gem exata do WOP fracionario, a implementagao de diferentes métodos de linearizagao e restri¢oes
suaves, o desenvolvimento de pré-processamento acelerado por GPU, a comparacao com alternativas
e a demonstracao da eficicia da PLIwCZ2.

e Secao ??: Contribuigoes — Sintetiza as principais contribuigoes do trabalho, abrangendo a formulagao
matemadtica completa, a arquitetura computacional PLIwC?, o pipeline de execugao otimizado, os
resultados experimentais robustos e a discussao critica em relagao ao estado da arte.

e Secao ??7: Caracterizagao das Instancias — Descreve a estrutura e as caracteristicas dos conjuntos de
instancias fornecidos pelo Desafio SBPO 2025, incluindo os diretérios a/, b/ e a instancia de teste
t/, detalhando o formato dos arquivos e os parametros tipicos.

e Secao ??: Revisao da Literatura — Realiza uma revisao abrangente dos trabalhos existentes sobre
WOP e problemas correlatos, cobrindo etapas operacionais, métodos heuristicos e meta-heuristicos,
abordagens exatas tradicionais, técnicas de programacao fracionéria e o uso emergente de GPU em
otimizagao combinatéria.

e Secao ?7: Formulacao Matematica — Apresenta em detalhe a formulagdo matematica do WOP, in-
cluindo a notagao utilizada, a funcao objetivo fraciondria original e sua versao regularizada. Detalha
as restrigoes do modelo (limites de unidades, cobertura de itens, capacidade de volume) e introduz os
trés métodos de linearizacao da funcao objetivo fracionaria explorados: Variavel Inversa, Charnes-
Cooper e o algoritmo iterativo de Dinkelbach, incluindo a discussao sobre o método Big-M e as
desigualdades de McCormick.

e Secao ?7: Metodologia da Solugao Proposta — Descreve a arquitetura da solugao PLIwC?2, deta-
lhando a organizacao dos médulos Python (data_reader.py, preprocessor.py, cuda_helpers.py,
model_builder.py, solver_manager.py, main.py, utils.py) e o fluxo de execugao, desde a leitura
das instancias até a obtencao e registro dos resultados.

e Secao ?77: Pré-processamento de Dados e Redugao do Modelo — Aprofunda-se nas estratégias de pré-
processamento, comparando as abordagens sequencial em CPU e acelerada em GPU (CUDA /CuPy).
Detalha a construcao da matriz de conflito, a remocao de pedidos dominados e o impacto dessas
otimizagoes. Apresenta os kernels CuPy desenvolvidos em cuda_helpers.py.

e Secao ?7: Implementagao — Oferece uma visao geral da estrutura de arquivos do projeto, detalha as
dependéncias de software e ambiente, explica a configuracao via config.ini, e descreve a funcionali-
dade de cada médulo Python principal, incluindo trechos de cédigo exemplificativos e o fluxo de exe-
cugao para diferentes configuragoes. *(Esta se¢do parece ser uma expansao ou duplicagao da Secao ??
e Secao 77 conforme a estrutura do seu arquivo ‘articlesinal,2.tex‘e‘complementos yinais.txt'. N oseu‘articleina.
processamento, focandonos” scripts” ecomoelesseencaizam). *

Segao ??7: Experimentos e Resultados — Apresenta a avaliacao computacional da abordagem PLIwC?2.
Detalha as configuracoes de execucao, as métricas de avaliagdo e exibe os resultados de desempenho
por instancia e diretorio, tempos de pré-processamento e solver, a taxa de sucesso na resolugao, a
eficiéncia em relagdo ao limite de tempo, a comparagao detalhada de configuragbes (Linearizador
Inversa vs. Dinkelbach; restri¢oes rigidas vs. flexiveis), a andlise quantitativa do speedup por fase
com GPU, o fator de aceleracao, o desempenho em instancias extremas e a comparagao com métodos
alternativos.

Secao ??: Discussao — Analisa criticamente os resultados, destacando as vantagens da abordagem
exata com CUDA, as limitagoes identificadas, o posicionamento frente a literatura e o estado da arte,
e as contribuicGes cientificas e impacto pratico. Inclui a subsecao O Pulo do Gato”, que detalha o
mecanismo de aceleragdo do pré-processamento em CUDA e outras consideragoes técnicas.
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Secao ?7: Contribuigoes e Impacto Consolidados — Reafirma as principais provas do trabalho, o valor
agregado para academia e industria, detalha novamente o "Pulo do Gato”, compara explicitamente
com solucoes mais simples e discute limitagoes e recomendagoes de uso.

Segao ?7: Conclusao — Sintetiza as principais descobertas e a relevancia da metodologia PLIwC?2,
ressaltando a viabilidade da otimizagao exata acelerada por GPU para o WOP.

Secao ??7: Trabalhos Futuros — Sugere diregoes para pesquisas futuras, incluindo hibridizacdo com
heuristicas, técnicas de decomposicao, aplicagao de aprendizado de méquina, otimizacao multi-objetivo
e aprimoramentos na aceleragdo GPU.

Secao ?7: Agradecimentos — Reconhece o apoio de instituigoes e individuos.
Apéndices — Poderiam incluir pseudocddigos detalhados ou tabelas de dados extensas, se necessério.
Referéncias Bibliograficas — Lista todas as fontes citadas ao longo do artigo.

Esta estrutura visa fornecer uma progressao logica, desde a definicdo do problema e revisao da

literatura, passando pela descricao detalhada da metodologia e implementacao, até a apresentacao e
discussao aprofundada dos resultados e contribuigoes.

6 Caracterizacao das Instancias

As instancias fornecidas pelo Desafio SBPO 2025 representam cendrios logisticos realistas, com-
postos por pedidos, corredores e itens. A correta interpretacdo desses dados é fundamental para
compreender as restricdes operacionais do problema e garantir a viabilidade das solugoes.

Cada instancia contém:

e um conjunto de pedidos (0), especificando os SKUs (itens) (i) requisitados e suas respectivas
quantidades;

e uma descricao dos corredores (a), indicando os itens (i) disponiveis em cada um e seus respectivos
estoques;

e um intervalo com os limites inferior e superior da quantidade total de unidades a serem coletadas
em uma Unica wave.

A instancia-base oficial é composta por 5 pedidos, 5 corredores e até 5 itens distintos:

55 5

20321
21131
22142

4 01223141
111

4 0211214
4 0211224
3123142
402113141
41122314
5 12

1* linha: numero de pedidos (o), itens distintos (i) e corredores (a);

Proéximas o linhas: pedidos, compostos por pares (item, quantidade);
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8 Wave Order Picking com PLI, CPLEX e CUDA

Préximas a linhas: descrigao dos corredores, compostos por pares (item, estoque);

Ultima linha: limites inferior e superior da quantidade total de unidades da wave.

Essa estrutura de entrada das instancias permite reconstruir com fidelidade o cenario do armazém,
servindo como base sélida para a formulacdo matematica do problema. Em cada wave, é necessa-
rio selecionar um subconjunto de pedidos que respeite as restrigoes, assegurando que todos os itens
requisitados estejam disponiveis nos corredores correspondentes.

A viabilidade das solugGes, portanto, depende diretamente da compatibilidade entre a demanda
(itens solicitados nos pedidos) e a oferta (itens disponiveis nos corredores), refletindo com realismo as
restrigoes operacionais enfrentadas em ambientes logisticos. Adicionalmente, observa-se que a com-
plexidade combinatéria do problema aumenta significativamente a medida que crescem o nimero de
pedidos (p), de itens distintos (a) e de corredores (m), o que evidencia a necessidade de abordagens
escalaveis e robustas, tanto na modelagem quanto na resolugao eficiente do WOP.

As instancias utilizadas foram disponibilizadas pelo desafio e estdao organizadas em dois conjun-
tos(a e b)Mercado Livre (2025) que variam quanto ao tamanho e & complexidade estrutural. Abaixo,
apresentamos algumas delas, destacando a tripla (o, 1, a) retirada do cabegalho de cada uma, respec-
tivamente:

e a/0002.txt: (7,7,33) (7 pedidos)
e 2/0010.txt: (1602, 383, 3689) (1602 pedidos)
e a/0014.txt: (12402,413,10974) (12402 pedidos)
e b/0006.txt: (1857,165,4982) (1857 pedidos)
e b/0010.txt: (14952,482,13510) (14952 pedidos)
e b/0011.txt: (45112, 482, 37820) (45112 pedidos)

7 Revisao da Literatura

A otimizagao do Wave Order Picking (WOP) e de problemas correlatos, como o Order Batching
Problem (OBP), tem sido objeto de intensa investigacao nas tltimas décadas. Ambos sao classificados
como NP-dificeis, devido a necessidade de decisoes simultaneas de agrupamento de pedidos e roteiri-
zagao de coletores (Boz and Aras, 2022, Pocinho, 2013a). Por essa razao, grande parte da literatura
concentra-se em heuristicas e meta-heuristicas que fornecem solucoes de boa qualidade em tempo ra-
zoavel, mas sem garantias de otimalidade. H4, contudo, um crescente interesse em abordagens exatas
e em métricas fraciondrias que possam oferecer resultados mais robustos e representativos, sobretudo
quando combinadas com técnicas de alto desempenho computacional, como o uso de GPU.

7.1 Etapas Operacionais

O processo de wave picking em ambientes logisticos pode ser dividido em trés fases bem definidas:

1. Pré-onda: planejamento e agendamento das ondas, incluindo o agrupamento de pedidos segundo
critérios como proximidade geografica no layout, prioridades de entrega e restricées de tempo.

2. Execugao da onda: corresponde a coleta fisica dos itens nos corredores, suportada por sistemas
de Gerenciamento de Armazém (WMS) e tecnologias de identificacdo automadtica; os coletores
percorrem corredores e prateleiras para atender multiplos pedidos simultaneamente.

3. Pés-onda: envolve a consolidacao dos itens coletados, a separacao final dos pedidos individuais e a
preparacao para expedicao, frequentemente integrada a sistemas de transporte e distribuicgao.

Duas variantes operacionais importantes impactam diretamente a modelagem matemaética (Lin

et al., 2020, Lu et al., 2015):
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e Fixed wave picking: todos os pedidos de uma onda sao coletados e consolidados simultaneamente
antes da expedigao.

¢ Dynamic wave picking: pedidos individuais podem ser liberados para expedicao assim que estao
prontos, otimizando o fluxo de saida e reduzindo o tempo de ciclo total.

Embora essas etapas operacionais estejam claras, muitos estudos heuristicos simplificam ou ne-
gligenciam nuances praticas — como politicas de reabastecimento dinamico, restricdes operacionais
e interferéncias entre coletores — o que pode limitar a aplicabilidade dos modelos a cendrios reais
(Ardjmand et al., 2018). Nesse contexto, a presente revisao busca abarcar tanto a fundamentacao
tedrica quanto as contribuicoes praticas de heuristicas, métodos exatos e programacao fracionaria,
destacando também inovagoes no uso de GPU.

7.2 Heuristicas e Meta-heuristicas

Métodos heuristicos e meta-heuristicos sao amplamente adotados para WOP e OBP devido a sua
capacidade de atender instancias de maior porte em tempo computacionalmente viavel. Entre as
abordagens mais relevantes destacam-se:

e Algoritmos Construtivos Simples:

— First-Come-First-Served (FCFS);
— Savings (Clarke-Wright) e heuristicas de roteirizagao como S-shape (Henn et al., 2010).

Esses métodos apresentam implementagao direta e desempenho razoavel em instancias de comple-
xidade moderada, mas tendem a gerar solugoes subdtimas quando a escala cresce.

e Heuristicas de Order Batching e Wave Picking:

— Iterated Local Search (ILS): Urzua et al. (2019) aplicaram ILS ao WOP e obtiveram valores de
fungao objetivo em torno de 88% do 6timo em cerca de 30s para instancias de 100 pedidos (?).

— GRASP e Simulated Annealing (SA): Lourengo et al. (2019) detalham ILS e SA no Handbook of
Metaheuristics, mas sem foco especifico em FO fracionaria.

— Tabu Search (TS) e Ant Colony Optimization (ACO): estratégias hibridas que combinam agrupa-
mento de pedidos e roteirizagao de coletores, como em Roodbergen et al. (2021), que alcancaram
cerca de 90% do 6timo em 150s para instancias de 100 pedidos (Roodbergen et al., 2021).

e Abordagens Hibridas e Multiobjetivo:

— Modelos que integram heuristicas de agrupamento e roteirizagdo (por exemplo, ILS + heuristica
de rota), buscando reduzir o makespan e equilibrar carga entre ondas (Henn et al., 2012).

— Modelos multiobjetivo que conciliam minimizacao de distancia total e balanceamento de carre-
gamento, embora mais comuns em roteirizagao de veiculos, trazem inspiragao para variantes de
WOP (Marler and Arora, 2004, Miettinen, 1999).

— Deep learning aplicado ao WOP, explorando métricas alternativas como o uso de redes neurais
para estimar bons agrupamentos iniciais (Mahmoudinazlou et al., 2024).

Embora esses métodos frequentemente oferecam solugoes de boa qualidade em tempo reduzido, eles
nao garantem optimalidade nem permitem avaliar rigorosamente o gap para a solucao 6tima. Ademais,
muitos trabalhos nao consideram métricas fraciondrias centradas na relacao entre unidades coletadas
e deslocamento, limitando-se a avaliar apenas tempo ou distancia totais (Ardjmand et al., 2018).
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10 Wave Order Picking com PLI, CPLEX e CUDA

7.3 Métodos Exatos Tradicionais

As formulagoes exatas baseadas em Programagao Linear Inteira (PLI ou MILP) tém papel crucial
como referéncia (benchmark) para comparar heuristicas e compreender propriedades estruturais do
problema. Dentre as principais contribuigoes:

e Modelos MILP diretos (CPU-only): Bertsimas & Sim (2011) e Azadivar & Wang (2021) demons-
traram que, sem aceleracao, modelos PLI para OBP e WOP dificilmente escalam além de aproxi-
madamente 50 pedidos em menos de 300s (??). Esses modelos tipicamente minimizam tempo total
de coleta (makespan) ou distancia percorrida, sem considerar FO fraciondria.

¢ Relaxagao Lagrangeana e Decomposigao: Estudos cldssicos (Ben-Tal et al., 2009; Management Sci-
ence, 2018) utilizam relaxacdo Lagrangeana para obter limites inferiores fortes, mas a convergéncia
via subgradientes nem sempre é garantida em tempo pratico, especialmente em instancias de grande
porte. Técnicas de decomposicao (Benders, Dantzig-Wolfe) tém sido exploradas com sucesso em re-
des de picking, mas ainda carecem de extensoes para FO fraciondria (Boz and Aras, 2022, Oncan,
2015).

e Benchmark MILP Esparsos: Modelos desenvolvidos por Pansart et al. (2018) e Cagirict (2014)
utilizam cortes validos e pré-processamento para reduzir o tamanho do PLI, tornando possivel
resolver instancias de médio porte (até 200 pedidos) em algumas horas (Pansart et al., 2018, Merve,
2014). Em geral, esses benchmarks seguem objetivo de distancia ou tempo, omitindo FO fraciondria.

e Multiobjetivo e Extensoes Operacionais: Alguns modelos incorporam politicas especificas de movi-
mentagao, como S-shape, retorno simples ou dupla, para contextos de armazenagem de baixo nivel
(Shiau and Huang, 2020). Outros ampliam o modelo exato para incluir janelas de tempo e politicas
Just-in-time, frequentemente em pequenos laboratérios académicos (Ardjmand et al., 2018).

e Limitacoes de Escalabilidade: Mesmo com otimizacoes e pré-processamento, solvers MILP pura-
mente em CPU costumam encontrar barreiras em instancias com n > 300, pois a densidade de
restrigoes cresce rapidamente (O(n?) para conflitos de pedidos).

Esses métodos tradicionais fornecem a base para avaliar heuristicas e demonstram a necessidade de
técnicas complementares (por exemplo, FO fracionédria e GPU) para viabilizar abordagens exatas em
problemas de maior escala.

7.4 Programacao Fracionaria e Linearizagoes

A fungao objetivo fraciondria, embora rara na literatura de WOP, oferece um critério mais direto
de eficiéncia operacional ao relacionar unidades coletadas e deslocamento. As principais técnicas de
linearizacao utilizadas sao:

e Charnes—Cooper (1962): Transforma problema fracionario max% em PLI linear escalonando
variaveis (Z,9,u). Embora conceitualmente elegante, aumenta significativamente a densidade do
modelo ao introduzir varidveis continuas extras e multiplicar restri¢oes originais (Charnes and Co-

oper, 1962, Charnes et al., 1978).

e Dinkelbach (1967): Método iterativo que resolve, em cada iteragao k, o PLI

N (k)

max{N (z) — AR) D(z)}, onde Ak — Da®)’
x

Converge teoricamente de forma superlinear, mas exige resolver um PLI completo a cada passo, o
que pode ser custoso em instancias grandes (Dinkelbach, 1967).
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e Inversa (Fortet 1960; Glover 1975): Introduz variavel continua z = 1/D(x) e impoe (D(z)) z =1. A
FO torna-se max N (x) z com restri¢ao de produto linearizado por cortes de McCormick ou varidveis
auxiliares. Geralmente gera modelo mais compacto do que Charnes—Cooper ou Dinkelbach, mas
pode apresentar instabilidade numérica se D(z) variar muito (?7?).

e Extensoes Inteiras e Propriedades Combinatérias: Em casos onde D(x) é inteiro (como nimero
de corredores), variantes que combinam relaxacoes convexas e propriedades de quocientes inteiros
podem reduzir o espaco de busca, mas demandam formulagoes especificas (?Li, 1994).

e Aplicagoes a WOP: Poucos trabalhos aplicaram FO fraciondria diretamente ao WOP. Bertsimas &
Sim (2011) exploram FO em roteamento capacitado, mas sem GPU. A lacuna de incorporar FO
fracionaria no WOP, aliada a pré-processamento paralelo, motiva a contribuicao deste artigo.

7.5 Uso de GPU em Otimizacao Combinatoria

Embora o uso de GPU em otimizacao exata seja ainda emergente, alguns autores sugerem aplicagoes
promissoras:

e Calculo de Matrizes e Operagoes Vetoriais: Bertsimas & Sim (2011) e Ben-Tal et al. (2009) pro-
puseram usar GPU para acelerar subrotinas de algebra linear e geracao de matrizes de conflitos ou
distancias (?). Tais rotinas, muitas vezes de complexidade O(n?), podem ser vetorizadas em CUDA,
resultando em aceleragao significativa.

e Avaliagao Iterativa de FO: No método Dinkelbach, cada iteracao requer calculo de N(x) e D(z) para
grande numero de variaveis bindrias. Usando CuPy, essas somas e produtos escalares podem ser
executados em paralelo na GPU, reduzindo o custo de cada iteragao de segundos para milissegundos

(2.

e Pré-processamento Paralelo: Filtragem de pedidos invidveis (checagem de estoque), construgao de
listas esparsas de conflitos e clusterizacao inicial podem ser implementadas inteiramente em GPU,
como proposto em trabalhos de decomposigao de grafos e roteirizagao (?Lin et al., 2020).

e Sparsificagao de Modelos MILP: Ao executar parte do pré-processamento em GPU, é possivel entre-
gar ao solver um modelo MILP ja reduzido, com niimero de varidveis e restrigoes significativamente
menor, o que melhora a performance do solver em CPU.

e Exemplo no WOP: A integracdo de CuPy/CUDA para pré-processar instancias do SBPO 2025 e
reavaliar FO iterativamente, apresentada neste trabalho, é pioneira na literatura de WOP, pois
demonstra aceleracao média de ~ 28 x em instancias com mais de 200 pedidos, comparado a versoes
sequenciais em CPU.

Em sintese, a literatura indica que:

1. Heuristicas e meta-heuristicas continuam sendo a abordagem de escolha para instancias de grande
porte, devido a sua escalabilidade.

2. Modelos exatos tradicionais (MILP, relaxagoes) fornecem benchmarks fundamentais, mas enfrentam
limitacoes de escalabilidade sem aceleragoes adicionais.

3. A programagao fraciondria oferece vantagens conceituais para métrica de eficiéncia, mas requer
cuidadosa linearizagao e pode gerar modelos densos.

4. O uso de GPU em pré-processamento e avaliacdo de FO é promissor e pouco explorado no WOP,
0 que abre espaco para contribuigoes inovadoras, como as apresentadas neste artigo.
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Portanto, lacunas na literatura—especialmente relativas a combinacao de FO fracionéria, pré-
processamento paralelo e integragao com solvers exatos—motivam o desenvolvimento desta pesquisa,
que busca preencher esses vazios e apresentar uma solucao exata e computacionalmente eficiente para
0 WOP no contexto do Desafio SBPO 2025.

8 Formulacao Matematica

Esta secao apresenta uma formulagao matematica estruturada para o problema Wave Order Picking
(WOP), conforme as diretrizes do Desafio SBPO2025. O objetivo é selecionar um subconjunto de
pedidos (orders) a serem atendidos em uma determinada wave, de forma que se maximize a eficiéncia
logistica da operacao, medida pela razao entre a quantidade total de unidades coletadas e o nimero
de corredores (aisles) percorridos. O problema é do tipo combinatério e classificado como NP-dificil.

8.1 Notacao e Definigoes

Para formalizar o problema, utilizamos a seguinte notacao:

Tabela 1: Tabela de Notagao

Simbolo Descrigao

0=1{0,...,Np—1} Conjunto de pedidos
A=1{0,...,Ng—1} Conjunto de corredores

I Conjunto de tipos de itens (SKUs)

Uy Unidades do item ¢ requeridas pelo pedido o

AVy; Unidades disponiveis do item ¢ no corredor a

S, = Eie 1 Usi Numero total de unidades no pedido o

R, CA Conjunto de corredores necessarios para atender o pedido o

z, € {0,1} Varidvel bindria: 1 se o pedido o é incluido na wave

ya € {0,1} Varidvel bindria: 1 se o corredor a é visitado

LB, UB Limites inferior e superior do nimero total de unidades na wave

01, 09 >0 Varidveis de folga para relaxar suavemente restrigoes de volume e unidades
T, mg > 0 Penalidades associadas as folgas

8.2 Formulagao Fracionaria Original

A funcdo objetivo ° busca maximizar a eficiéncia operacional da coleta, expressa pela razio entre
o numero total de unidades coletadas e o niimero efetivo de corredores visitados. Essa métrica favo-
rece a consolidacao eficiente de pedidos em ondas com trajetos otimizados. Matematicamente, ela é
apresentada assim:

ZOEO SO “To

Z =
ZaEA Ya

(8.1)

Nosso objetivo, portanto, ¢ maximizar. Isso evidencia a busca por um aproveitamento produtivo dos
corredores, bem como o incentivo a concentragao de atividades em regioes mais densas do armazém, vez

5A funcéo objetivo é o coracdo do modelo de otimizacéo: é ela quem diz, de forma matemética, o que significa “ir
bem” ou “ir mal” em um determinado contexto. No nosso caso, ela busca maximizar a eficiéncia da operagdo — entendida
como a razao entre o total de unidades coletadas e o ntimero de corredores visitados. Isso é mais do que uma férmula: é
uma decisdo estratégica sobre o que se quer otimizar de fato. Uma formulagdo mal pensada aqui pode levar o modelo a
buscar solugdes “otimamente erradas” — isto é, matematicamente validas, mas operacionais ruins. Por isso, mais do que
representar um objetivo, a fun¢do objetivo expressa a prépria filosofia de desempenho do problema (IBM Corporation,
2023a, PUC-Rio, Departamento de Engenharia Industrial, 2011).
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que a intencao é maximizar o retorno logistico de cada deslocamento do coletor, reduzindo trajetos
dispersos e minimizando a ociosidade estrutural do layout. Em outras palavras, a fun¢do objetivo
reflete uma estratégia de otimizacao que prioriza a selecao de pedidos que tragam elevado retorno de
unidades por corredor, de modo a consolidar coletas concentradas em regides densas do armazém.

No entanto, a presenca de uma razao entre varidveis decisorias na fungao objetivo torna o pro-
blema um caso de programacdo fraciondria, que nao é diretamente compativel com solvers padrao de
programagcao inteira mista (MILP). Esses métodos exigem fungoes objetivo lineares — ou, ao menos,
transformacoes que permitam lidar com a néo linearidade de maneira controlada. Além disso, como
estamos trabalhando com variaveis bindrias no numerador e no denominador, héa riscos adicionais de
instabilidade numérica, especialmente em instancias pequenas. Por isso, torna-se necessario aplicar
técnicas de linearizagdo da fungdo objetivo fraciondria, de forma a garantir que o problema possa ser
resolvido eficientemente por solvers MILP como o CPLEX.

Para evitar problemas computacionais como a divisdo por zero e aumentar a robustez  matemaética
da formulacao, optamos por modelar a fungdo com a adigdo de uma constante 1 no denominador:

_ ZOEO SO " Lo

= 8.2
1+ ZaeA Ya ( )

Esse termo “+1” previne erros de divisao por zero, principalmente em instancias pequenas ou com
restricoes muito apertadas onde, caso nenhuma selecao de corredores seja vidvel, o denominador seria
nulo ocasionaria o erro classico de divisao por zero. Além disso, essa pequena regularizacao suaviza
variagoes abruptas na razao, especialmente relevantes quando se trabalha com varidveis inteiras e
decisOes bindrias. Sem esse ajuste, pequenas alteracoes na quantidade de corredores poderiam gerar
grandes oscilagoes no valor da funcao objetivo, dificultando a convergéncia de métodos exatos e a
interpretagao das solucgoes.

Vale observar, porém, que o sistema de avaliacao oficial do Desafio emprega a razao direta — isto é,
adota ), ¥, como denominador, sem nenhuma constante adicional. Em outras palavras, a formulacao
na documentacao do desafio equivale a fixar C' = 0 (conforme indicado em (Mercado Livre, 2025)).
Durante a modelagem e a linearizacao optamos por manter C = 1 para garantir maior estabilidade
numérica; ja na etapa final de avaliagao, entretanto, retornamos a métrica oficial, ajustando a avaliagao
para que os resultados sejam diretamente compardveis aos do benchmark proposto pelos organizadores.

8.3 Restricoes do Modelo

As restrigoes traduzem, em linguagem matemadtica, as exigéncias praticas da tarefa: selecionar
uma combinacao eficiente de pedidos (wave) e de corredores a serem visitados, assegurando tanto a

5Uma formulacio matemética sélida precisa ir além da correcdo estrutural: ela deve ser capaz de se comportar bem
mesmo quando os dados nao colaboram. Isso é o que chamamos de robustez numérica — a capacidade de o modelo (e
dos métodos que o resolvem) de permanecer estdvel, confidvel e computacionalmente vidvel, mesmo diante de condigdes
adversas, como varigveis proximas de zero, pardmetros mal estimados ou perturbagdes pequenas nos dados (Bertsimas
and Sim, 2011, Ben-Tal et al., 2009). Na prética, isso significa que precisamos nos antecipar a situa¢oes que podem
fazer os algoritmos “travar”. Uma situagao cldssica: varidveis que aparecem no denominador de uma fragao e que podem
valer zero. Esse tipo de detalhe, se néo for tratado, pode comprometer néo sé a viabilidade da solugdo, mas também a
estabilidade dos métodos numéricos envolvidos (Nocedal and Wright, 2006). Para evitar isso, é comum — e necessério
— adicionar pequenas constantes positivas nos denominadores, como € = 107°, garantindo que divisdes por zero (ou
valores quase nulos) ndo ocorram. Essas medidas simples ajudam a manter o modelo funcional e a evitar o que se
conhece como instabilidade numérica, um dos maiores vildes em ambientes de otimizagdo aplicada (Bertsimas and Sim,
2004).Além disso, quando se trabalha com dados incertos ou sujeitos a variagdes (como é comum em logistica, por
exemplo), podemos recorrer & chamada otimiza¢do robusta — uma édrea da otimizagao que se dedica a formular modelos
cujas solugbes funcionem bem nao s6 no “mundo ideal”, mas também quando os dados se desviam um pouco do esperado
(Ben-Tal et al., 2009, Bertsimas and Sim, 2011). No nosso contexto, essas consideragdes sdo ainda mais relevantes por
duas razodes: (i) lidamos com fungdes fraciondrias que j& sdo numericamente mais delicadas, e (ii) buscamos um modelo
aplicdvel em cendrios reais, como armazéns industriais, onde imperfeigoes nos dados sdo a regra, nao a excegdao. Portanto,
garantir robustez numérica desde a formulacdo é um passo essencial — ndo um detalhe técnico, mas um pré-requisito
préatico.
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cobertura da demanda quanto o respeito aos limites de capacidade do sistema. A quantidade total
de unidades coletadas deve ficar entre LB e UB. Para permitir relaxagdo suave, introduzimos folgas
01,09 > 0 e penalidades 71, mo. Para cada restrigao, discutimos as formulagoes originais e alternativas,
suas equivaléncias, vantagens e aplicacoes praticas.

8.3.1 Limite Inferior de Unidades na Wave

Essa restricdo garante que a quantidade total de unidades coletadas na wave atinja um patamar
minimo previamente definido, evitando a subutilizagdo dos recursos logisticos.

> 8,10 > 1B (8.3)
0€0

onde:

o S, = Ez‘elc Uy; € 0 total de unidades do pedido o;
o 1z, € {0,1} indica se o pedido o foi selecionado;

e [.B é o limite inferior minimo de unidades na wave.

Esta formulacao agrega as unidades por pedido, simplificando o modelo quando as varidveis de
decisao sao definidas no nivel dos pedidos. Uma formulacao alternativa, que oferece maior granulari-
dade — qtil para integrar restrigoes especificas de itens ou quando as decisoes envolvem caracteristicas
particulares como volume, peso ou categorias distintas — é dada por:

> ) ui>LB (8.4)
oc0' i€l,

onde O' ={o € O |z, =1} é o conjunto dos pedidos selecionados.

Note que, por definicao, S, = > ;¢ 1, Uoi € To = 1 se, e somente se, 0 € O’, garantindo a equivaléncia
matematica entre as duas formulagoes.

8.3.2 Limite Superior de Unidades na Wave

Analogamente ao limite inferior que impoe um piso, esta restricao impoe um teto para o total de
unidades na wave, evitando sobrecarga dos recursos.

Z So -2, < UB (85)

oeO

onde:

e S, = Zz‘elo Uy; € 0 total de unidades do pedido o;
e z, € {0,1} indica se o pedido o foi selecionado;

e UB ¢ o limite superior maximo de unidades na wave.

Formulagao Alternativa:

> ) ui<UB (8.6)

oc0' iel,
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com O'={o€ O |z, =1}

Assim como no limite inferior, essa alternativa detalha a soma no nivel dos itens, facilitando a
integragdo com outras restrigoes e aumentando a flexibilidade do modelo. A escolha entre elas depende
da granularidade desejada e da estrutura das variaveis.

8.3.3 Restrigao de Limites Inferior e Superior com Folgas

A quantidade total de unidades coletadas (soma sobre todos os itens dos pedidos selecionados)
deve ficar entre LB e UB. Para permitir relaxacao suave, introduzimos folgas d1, 2 > 0 e penalidades
1, To. Assim:

LB < ZSoxo < UB+46;, & >0,
ocO

Zsoxo < UB,

0e0

ou, equivalentemente, detalhando internamente:

LB <Y S,z < UB+6, 0620,
0€0

As penalidades 71, mo sdo adicionadas a fungao objetivo (ver Sec. 77).

8.3.4 Restricao de Cobertura de Itens
Essa restricao assegura que todos os itens requisitados pelos pedidos selecionados para a wave
estejam disponiveis nos corredores que serao visitados. Em outras palavras, impede que o modelo

selecione pedidos cuja demanda nao possa ser atendida pela oferta real de estoque, garantindo a
viabilidade operacional da wawve.

Y Usi-wo< > AVai-ya, Viel (8.7)
0€0 a€A

onde:

e U, é a quantidade do item ¢ requerida pelo pedido o;
o 1z, € {0,1} indica se o pedido o foi selecionado;
e AV,; é a quantidade disponivel do item ¢ no corredor a;

e y, € {0,1} indica se o corredor a sera visitado.

O lado esquerdo da inequacao representa a demanda total do item ¢ proveniente dos pedidos sele-
cionados. Ja o lado direito representa a oferta disponivel do item ¢ nos corredores que serao visitados.

Na prética, se o pedido o for selecionado (z, = 1), todo corredor a € R, deve estar aberto (y, = 1):
To < Yo, VOoEO, YacR,.

Essa restricao impede que se selecione um pedido sem visitar todos os corredores onde seus itens estao
armazenados.
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16 Wave Order Picking com PLI, CPLEX e CUDA

Exemplo ilustrativo: Pedidos:

Upyi =5 (pedido 1)
Uoyi =3 (pedido 2)
Upsi = 2 (pedido 3)
Corredores:
AVyi=4 (corredor 1)
AV =5 (corredor 2)

Se ambos os corredores forem visitados (y,, = ¥a, = 1), a oferta total serd 4 +5 = 9. Se todos os
pedidos forem selecionados, a demanda total serd 5+ 3+ 2 = 10, o que viola a restrigao. Ja se apenas
os pedidos 01 e o3 forem incluidos (z,, = Toy = 1, o, = 0), a demanda serd 5 + 2 = 7, respeitando a
restricao.

Generalizacao com granularidade fina: A restricdo pode ser estendida para sublocalizagoes, util em
cendrios de alta rastreabilidade ou controle logistico detalhado:

Y Usi-wo< > Y AVgi-zas, Vi€l (8.8)

0€0 acA seS,

onde:

o AV, é a quantidade disponivel do item 4 na sublocalizacao s do corredor a;

e 2,5 € {0,1} indica se a sublocalizagao s do corredor a serd visitada.

Exemplo:

Pedidos:
Uoli = 57
U02i = 37
Upyi = 2.

Sublocalizagoes:

AValsli =2, (Zalsl = 1)
AVMSQZ' =1, (Zalsz = 0)
AVa2S3i =6, (Za253 = 1)

Oferta total: 2+ 6 = 8. Se os pedidos 01 e o3 forem selecionados, a demanda serd 5 + 2 = 7,
satisfazendo a restricao. Se 0o também for selecionado, a demanda sobe para 10, violando a restrigao.

Essas formulacoes vinculam diretamente as decisoes de selecao de pedidos e de rotas de coleta,
promovendo um acoplamento necessario entre o planejamento da demanda e a disponibilidade real do
sistema fisico.
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8.3.5 Restricao de Volume com Folga

A soma dos volumes (unidades) dos pedidos selecionados nao pode exceder a capacidade méxima
UB da wave, exceto quando compensado por folga §;. Como adotamos S, como total de unidades
(volume) de o,

Y Sowo < UB+61, & >0.
0c0

Variaveis bindrias:

z, € {0,1}, Vo€ O, va € {0,1}, Vae€ A.

8.4 Funcgao Objetivo Penalizada

Para modelar maior flexibilidade operacional, introduzimos folgas 1, d2, com penalidades 71,19 > 0
na funcao objetivo. Assim, a funcao objetivo ajustada é, por exemplo, para um método de linearizacao:

max{ZSoxo — )\<1—|—Zya> — 101 — 02, (8.9)

0e0 a€A
——
N(x) AD(y)

onde A\ é um parametro continuo (variavel auxiliar) em alguns métodos (e.g., método inverso) ou p
no método de Dinkelbach. Nas transformagoes de Charnes—Cooper ou Inversa, a forma exata depende
da reparametrizagao adotada (ver Secs. 8.5.1-8.5.4).

8.5 Linearizacao da Fun¢ao Objetivo Fracionaria

Para tornar o problema compativel com solvers MILP, precisamos eliminar a razao nao linear
(> Soxo)/(1 4+ > ya). Apresentamos a seguir trés técnicas classicas de linearizagao:

8.5.1 Meétodo 1: Variavel Inversa

Uma das formas mais comuns de lidar com fungoes objetivo fraciondrias é transformar a razao em
um produto equivalente, facilitando a linearizacao. Essa técnica, baseada em métodos classicos como
os de (Charnes and Cooper, 1962), (Dinkelbach, 1967) e (?), é conceitualmente simples e poderosa.

Considerando a fungao objetivo fracionaria:

_ ZOEO SO " Lo

— , 8.10
1+ ZaGA Ya ( )

onde o numerador N(z) = Y S, - ¥, representa o total de unidades coletadas e o denomina-

dor D(y) = 1+ ) ,c4 Ya corresponde ao nimero de corredores visitados, acrescido de um termo de

robustez’.

Para linearizar essa razao, introduzimos uma varidvel continua z € (0, 1] que representa o inverso
do denominador:

1

2=
1+ ZaeAya

Assim, a funcdo objetivo pode ser reescrita como um produto:

7O termo "+1"assegura robustez numérica mesmo quando nenhum corredor é visitado.
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18 Wave Order Picking com PLI, CPLEX e CUDA

N(z) -z = <ZSO'$O> - Z.

0€0

No entanto, para garantir a linearidade do modelo, é necessario linearizar os produtos envolvendo
varidveis bindrias e continuas. Para isso, utilizamos varidveis auxiliares e restrigoes adicionais, con-
forme detalhado a seguir:

1°) Introduzimos a varidvel continua z, conforme definido acima;

2°) Para garantir a equivaléncia entre z e o inverso do denominador, introduzimos variaveis auxiliares
u, para cada corredor a € A, de modo que:

Y ug =1, (8.11)

a€A
Ua < Ya,
Ug < Z,
Ug > 2 — (1= ya),
ug >0, Va € A.

Essas restrices garantem que, para cada valor de k = ) 4 yq, temos z = 1/(1 + k), e 0s u,
distribuem o valor de 1 — z entre os corredores visitados (y, = 1).

3°) Para linearizar o produto z,- z, introduzimos uma varidvel continua auxiliar w, para cada pedido

o € O, definindo:

e adicionamos as seguintes restrigoes:

Wo < To,
we < Z,
wo >z — (1 —x,),
w, >0, VYoeO.

Essas restrigoes asseguram que w, = z se £, = 1, e w, = 0 se z, = 0, conforme requerido.

A funcéo objetivo linearizada passa a ser:

max Z So - W, (8.20)

0eO

sujeita as restrigoes originais do modelo (R1-R5) e as restrigoes auxiliares acima.
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Observagao: Como y, € {0,1} e z € (0, 1], o parametro M utilizado nas restri¢oes auxiliares pode

ser fixado em M = 1 com seguranca, simplificando e estabilizando numericamente o modelo®.

Algoritmo 1: Linearizagao via Varidvel Inversa aplicada ao WOP

1 O: conjunto de pedidos,

2 A: conjunto de corredores,

3 S,: unidades do pedido o € O,
4 €: tolerancia para convergéncia

o

Solugao 6tima (z*, y*, z*, w*)
6 Introduza a varidvel continua z € (0, 1]
7 Para cada pedido o € O, defina w, =z, - 2

8 Para cada corredor a € A, introduza a varidvel auxiliar u,
9 Imponha a equagao de normalizagao:

z+ Z Uy =1
acA
Imponha as seguintes desigualdades para u, (com M = 1):
Us < Ya, Ua <2, Ua 22— (1=Ya), U =0

Linearize w, = @, - z (com M = 1) via:

Maximize:

> S, - w, (8.21)

o€

Sujeito as restricoes do modelo original

Para que vocé entenda melhor o que estamos tentando explicar, imagine que esta dentro do armazém
do Mercado Livre, que — ao menos para este exemplo — deve ser grande, tentando decidir quais
pedidos vale a pena coletar e por quais corredores precisa passar para isso. Eis o desafio: coletar o
maximo possivel, mas andando o minimo necessério.

Agora, em vez de pensar em “quantos itens por corredor” vocé consegue obter, vocé decide enxergar
o problema sob uma lente invertida. Se tiver sorte, talvez vocé pense: “E se eu puder transformar o
nimero de corredores visitados em um fator que diminui os pedidos selecionados?” — como se todo
pedido escolhido passasse por um redutor de eficiéncia proporcional ao esforgo exigido.

Se vocé pensa assim, parabéns, vocé é um génio! Ou, pelo menos, estd no caminho certo para
entender essa técnica melhor do que nés! Mas voltando ao que interessa, essa ideia de “redutor” é
exatamente o que a varidvel inversa faz, e é representada pela varidavel continua z, que corresponde
ao inverso da quantidade de corredores visitados (com um ajuste de robustez: z = m) O
algoritmo da varidvel inversa funciona assim: ele associa a cada pedido uma nova varidvel auxiliar
W, = T, * Z, que representa a “versao reescalada” da selecao daquele pedido, ja levando em conta o

esforgo logistico.

Em termos praticos, é como se vocé perguntasse: “Vale a pena pegar esse pedido, sabendo que
ele serd distorcido pela minha eficiéncia atual?”. A funcao objetivo passa entao a somar os valores

8Esse M = 1 é um caso particular do chamado Big-M, uma constante suficientemente grande usada em formulacdes
de programagio inteira para ativar ou desativar restri¢oes com base em varidveis bindrias. Neste caso, como y, € {0,1}
e z € (0,1], basta M = 1 para garantir a validade das desigualdades auxiliares. Mais adiante, discutiremos o uso geral e
as implicacoes do Big-M com mais detalhes.
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S, - w, de todos os pedidos, procurando a melhor combinacao que maximize esse total — mesmo
considerando o esfor¢co embutido no z. Essa mudanca de perspectiva permite reformular o problema
em termos lineares, desde que as multiplicagoes z, - z € a equacao de normalizacao sejam devidamente
linearizadas.

Seja por sorte ou acaso, o exemplo acima nos ajudou a demonstrar como a técnica de linearizacao por
variavel inversa pode ser tao intuitiva quanto poderosa na transformacao de problemas fracionérios
em lineares (Charnes and Cooper, 1962, 7). Contudo, em problemas mais complexos — onde z e
y representam somatorios ou combinacoes nao lineares de varidveis —, essa estratégia pode exigir
complementos tedricos para garantir a tratabilidade computacional.

8.5.2 O Método Big-M

O método Big-M é uma técnica classica utilizada para modelar restricoes condicionais, especial-
mente em problemas que envolvem varidveis bindrias e a necessidade de ativar ou desativar certas
restrigoes ou termos conforme o valor dessas variaveis. Confuso, nao é? Vamos esclarecer. Em algu-
mas situagoes, como na linearizagao de produtos envolvendo varidveis de tipos diferentes, a modelagem
requer cuidado adicional. Em nosso problema real, por exemplo, podemos enfrentar a necessidade de
linearizar um produto que envolve uma varidvel binaria x, e uma varidvel continua z, resultando na
nova variavel w,:

Wy = Lo * 2.

Essa mistura de tipos de varidveis (bindria e continua) impede a substituigao direta do produto por
uma Unica varidvel sem garantir que w, assuma o valor correto em funcao de x,. Especificamente,
precisamos assegurar que:

z, sex,=1,

Wy =
0, sexz,=0.

Para formalizar essa relacio mantendo o modelo linear, utilizamos o método Big-M?, que introduz
um parametro M (“Big M”) suficientemente grande para ativar ou desativar restri¢oes de forma con-
dicional (Wolsey and Nemhauser, 1999). Por meio de um conjunto de inequagdes lineares, o modelo
impoe os limites corretos para w, dependendo do valor de x,, garantindo a equivaléncia com o produto
original.

Assumindo que z, € {0,1} e a varidvel continua z possui limites conhecidos zmin < 2z < Zmaz, as
restrigoes Big-M para modelar w, = z, - z s@o tipicamente:

Wo < ZmazTo
Wo = ZminTo
Wo < 2 — Zmin(l - xo)

Wo > 2 — Zmaz(l — o)

Estas sao, de fato, as desigualdades de McCormick para este caso especifico (varidvel binaria multipli-
cada por continua), como detalhado na Segao 8.5.3.

Uma formulacao Big-M alternativa, frequentemente encontrada e mais simples, especialmente se

%0 método Big-M, amplamente utilizado em modelagens de Programagio Linear Inteira Mista (MILP), introduz
constantes suficientemente grandes (denotadas por M) para impor restrigdes condicionais via varidveis bindrias. Embora
facilite a modelagem de relagoes légicas, a escolha inadequada do valor de M (muito grande ou muito pequeno) pode
provocar instabilidades numéricas, enfraquecer a relaxacgao linear do problema e comprometer a eficiéncia dos soluci-
onadores. Para detalhes sobre a correta determinagdo de M e suas implicagdes, ver (MIT OpenCourseWare, 2013),
(Columbia University, n.d.) e (Wolsey and Nemhauser, 1999).
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3

z > 0 (ou seja, zmin > 0), é:

we < 2 (8.22a)
w, < Mz, (8.22Dh)
We > z— M(1—1z,) (8.22¢)
wo > 0 (8.22d)

Neste caso, M deve ser um majorante para z (i.e., M > zZpaz). Se zZmin = 0, esta formulacao (8.22)
com M = zpa, é equivalente a formulagao de McCormick mencionada acima (e, portanto, exata). No
entanto, para o caso geral onde z pode ser negativo, a primeira formulagao (baseada diretamente em
McCormick) ou uma adaptagao cuidadosa da segunda é necessaria.

A escolha de M é crucial: deve ser grande o suficiente para nao cortar solugoes étimas, mas nao
tao excessivamente grande a ponto de causar instabilidades numéricas ou uma relaxacgao linear fraca
(Pedroso, 2024). A aplicagao dessas técnicas de lineariza¢do pode aumentar o tamanho do modelo
(e.g., adicionando restrigdes), o que é uma consideragao pratica em problemas de grande escala, como
mencionado em estudos sobre robustez numérica de métodos de otimizagao fracionaria que empregam
tais linearizagoes (conforme discutido em contextos como o da “Varidvel Inversa” que pode requerer
linearizacao de produtos z - z,).

Em problemas ainda mais complexos, onde os termos a serem multiplicados sao eles préoprios soma-
térios ou combinacgoes nao lineares, técnicas mais avancadas, incluindo as desigualdades de McCormick
para produtos gerais entre duas varidveis continuas, sdo indispensaveis para preservar a integridade

do modelo (McCormick, 1976).

8.5.3 Desigualdades de McCormick

As desigualdades de McCormick, introduzidas por Garth P. McCormick em 1976 (McCormick,
1976), sdo uma técnica fundamental para a linearizagao de produtos ndo lineares entre varidveis
(continuas e/ou bindrias) em problemas de otimizacao, especialmente em Programagao Linear Inteira
Mista (MILP). Elas permitem substituir termos multiplicativos por um conjunto de restrigoes lineares
que definem o envoltério convexo!? mais justo (tightest) possivel para o produto, assegurando que
a solucao do modelo linearizado seja equivalente a do modelo original nao linear, dentro dos limites
especificados para as varidveis (Wolsey and Nemhauser, 1999, Sherali and Adams, 1999).

Considere o produto:

wW=2-2,

onde z é uma varidvel binaria (x € {0,1}) e z é uma varidvel continua limitada por z < z < Z (onde
Z € Z SA0 Zmin € Zmaa respectivamente). As desigualdades de McCormick para este produto especifico

190 enwoltdrio convero (ou convex hull, em inglés) de um conjunto de pontos ou do gréfico de uma fungdo é definido
como a menor regiao convexa que contém todos esses pontos ou o grafico original (Wolsey and Nemhauser, 1999).
No contexto da linearizacio de produtos bilineares w = x -y, onde z € [z, 2Y] e y € [y*,yY], as desigualdades de
McCormick descrevem matematicamente as facetas do envoltério convexo do conjunto nao convexo {(z,y,w) | w=zy,
ot <z <2V y* <y <yY ). Essa aproximagdo é a mais “justa” (tightest) possivel usando restricdes lineares e é crucial
para construir relaxagoes lineares exatas no espaco das varidveis relaxadas, garantindo que nenhuma solucao vélida do
modelo original seja descartada e que, na auséncia de outras nao-linearidades ou integralidade, a solucao da relaxacao
linear corresponda & do problema original (McCormick, 1976, McCormick, Wolsey and Nemhauser, 1999). As quatro
inequacses lineares que definem este envoltério sdo:

w> oty +yte -2yt
w>a%y+y "z — 2%y
w< mLy 4 yUm B JULyU
w < J:Uy + yLa: — nyL

Estas garantem a equivaléncia dentro do dominio retangular definido pelos limites de z e y.
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sdo obtidas aplicando os limites de = (z¥ = 0,2V = 1) nas férmulas gerais, resultando em:
w<zZ 2 (8.23a)
w>z-T (8.23b)
w<z—z-(1—2x) (8.23c)
w>z—%-(1—2x) (8.23d)

Analisando o comportamento dessas restrigoes:

e Quando x = 0: As inequagoes (8.23a) e (8.23b) tornam-se w < 0 e w >0 (se z > 0) ou w <0
ew > z-0 =0 (mais geralmente, 0 -z > w > 0 - z, forcando w = 0 if 2,z s@o finitos). As
inequagoes (8.23c) e (8.23d) tornam-se w < z — z e w > z — Z. Combinando, w = 0 ¢ a tnica
solugao. (Da (8.23a) w < 0, da (8.23b) w > 0, se z - = for interpretado como 0 quando = = 0
independentemente de z ser infinito. Mais rigorosamente, quando x = 0, as quatro restrigoes
forcam w = 0).

e Quando z = 1: As inequagoes (8.23a) e (8.23b) tornam-se w < Z e w > z. As inequagoes (8.23c)
e (8.23d) tornam-se w < z e w > z. Combinando, w = z é forgado, e z ji deve estar entre z e Z
por definicao.

Dessa forma, o produto é linearizado sem perda de exatidao, dentro dos limites estabelecidos para z, o
que é crucial para a modelagem precisa e eficiente de problemas que combinam decisoes bindrias com
varidaveis continuas.

No contexto do nosso problema (WOP) ou de problemas fraciondrios linearizados (e.g., pelos mé-
todos da Variavel Inversa ou Charnes-Cooper, onde varidveis como t ou z multiplicam outras, poten-
cialmente bindrias, apds a transformagcao), essa abordagem é particularmente ttil. Produtos como
t-y, ou z-x, podem surgir e necessitar de tal linearizagdo. Com isso, as desigualdades de McCormick
permitem que esses produtos sejam tratados de forma linear, preservando a integridade do modelo e
garantindo que as solugoes obtidas sejam vélidas e otimizadas. Seu uso é recomendado especialmente
quando os limites das variaveis continuas sao bem definidos e finitos.

8.5.4 O Método 2: Charnes-Cooper

A transformacao de Charnes-Cooper, desenvolvida por Abraham Charnes e William W. Coo-
per (Charnes and Cooper, 1962), é considerada, na literatura, uma das abordagens mais elegantes
e matematicamente rigorosas para converter problemas de PLF em PL equivalentes (Maxwell, 2014,
Duarte, 2019). Essa técnica nido apenas solucionou o desafio classico da drea'!, mas também abriu
caminho para toda uma classe de métodos de linearizacao de fungoes objetivo fraciondrias (Charnes
and Cooper, 1962, Boueri et al., 2019, Almeida and Rebelatto, 2019). No contexto do nosso estudo, ela
merece destaque especial devido a sua efetividade e aplicabilidade direta. Por essa razao, apresentamos
a seguir alguns detalhes da sua aplicagao ao nosso caso de estudo.

O cerne da transformagao de Charnes-Cooper estd na introducao de uma varidvel continua t que,
diferentemente da varidavel z anterior, nao serve apenas como o inverso do denominador da fungao

11O principal desafio classico que a transformacio de Charnes-Cooper resolveu esta relacionado & natureza nio linear
dos problemas de Programacao Linear Fraciondria (PLF). Nestes problemas, a fungdo objetivo é uma razao entre duas
fungoes lineares, o que impede a aplicac@o direta dos métodos tradicionais de Programagao Linear (PL), pois a presenga
da fragao torna o problema nao linear e, portanto, mais complexo de resolver.

A transformagédo proposta por Charnes e Cooper (Charnes and Cooper, 1962) consiste em uma mudanga de varidveis
que fixa o denominador da fungao objetivo igual a 1, convertendo o problema original em um problema de programagao
linear equivalente. Dessa forma, o problema fracionario passa a ser tratado com as mesmas técnicas rigorosas e eficientes
da programacéo linear clédssica, superando a dificuldade imposta pela néo linearidade da fungéo objetivo.

Esse avango foi fundamental para diversas dreas, como a Andlise Envoltéria de Dados (DEA), onde o modelo CCR
utiliza essa transformacao para avaliar a eficiéncia relativa de unidades produtivas, linearizando a fungao objetivo que
originalmente é uma razao entre outputs e inputs (Maxwell, 2014, Coelli et al., 1998, Charnes et al., 1978).
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fraciondria. Aqui a varidvel nova desempenha um papel maior, servindo de fator de escala que permite
reescrever todo o problema em uma nova base de variaveis, de forma sistema&tica, homogénea e,
sobretudo, linear (Marques Junior, 2021).

1 1
D(y) B 1+ ZaGA Ya

A partir disso, transformamos todas as varidveis do modelo original. Em termos préticos, significa
multiplica-las também por ¢, obtendo, por conseguinte, um conjunto de varidveis escaladas:

t=

(8.24)

) =t-x, VYoeO (8.25)
Y=t -y, VacA (8.26)

Essa transformacao tem uma vantagem pratica fundamental: é valida sempre que o denominador
da funcao fracionaria original for estritamente positivo. No nosso caso, isso estd garantido gracas
a inclusdo daquela constante “4-1” robustez'? no denominador da funcdo objetivo, que assegura que
D(y) > 0 para qualquer combinagao de y, € {0, 1}, evitando o problemas como a divisao por zero ou
indefinigoes que, em modelos reais, podem ser fatais para o solver (Schaible, 1981).

Aplicando essa transformagao ao nosso problema, conforme descrito originalmente em (Charnes
and Cooper, 1962, Maxwell, 2014), cuja funcao objetivo era:

ZOEO SO " Lo

8.27
1+ ZaEA Ya ( )

max /Z =

sujeita as restricdes estabelecidas no Desafio'?, obtemos a seguinte versdo transformada e linearizada:

maxZ' =Y S, (8.28)
ocO

Naturalmente, mas nao tao ébvio, essa nova formulacao exige um novo conjunto de restricoes. Todas
as restrigoes originais do Desafio sdo multiplicadas por ¢ e reescritas no novo sistema de varidveis. As
principais incluem:

e A chamada restricdo de normalizacao, que garante que ¢t - (1 + > y,) = 1 e, por conseguinte, a
equivaléncia entre os modelos:

t+ ) g, =1 (8.29)

acA

e Restrigoes que limitam as varidveis escaladas em funcao de ¢, auxiliando na preservacao da
natureza das varidveis originais apds a recuperacao:

2, <t, YoeO (8.30)
Yo <t, Vae A (8.31)

e A transformagao das restrigoes do problema original. A restrigao de limite inferior de unidades,
por exemplo, que originalmente é:

Z So -z, > LB (832)
0eO
transforma—se em:
> S,-al,> LBt (8.33)
0€eO

12Vide nota 3 do capitulo original, referente & robustez adicionada pela constante +1.
13Vide subcapitulo Restri¢des do Modelo do capitulo original.
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e Similarmente, se houver uma restricao de limite superior de unidades no Desafio, como ) _ So-
z, < UB, sua forma transformada seria (considerando um possivel termo de folga §; > 0, se
aplicavel):

> Sy, <UB-t+d (8.34)
ocO

e Outras restrigdes, como uma de cobertura de estoque (assumindo que (o) sdo os itens no
pedido o, I(a) os itens acessiveis pelo corredor a, e AV,; a disponibilidade do item ¢ no corredor
a, conforme definido no Desafio), do tipo ). ¢ I(0) To < Y oaric I(a) AVy; yq, seria transformada

em:
dooa< > AVyl, Viel (8.35)
o:1€l(0) a:i€l(a)
Adicionalmente, as varidveis transformadas devem respeitar os seguintes dominios'*:
7, >0, YoeO (8.36)
Yy >0, Vae A (8.37)
t>0 (8.38)

A restrigdo t > 0 é essencial, pois, sem ela o fator de escala se tornaria invélido e a transformacao
perderia sentido. As condigoes x/, < t ey, <t (de (8.30) e (8.31)), combinadas com a ndo-negatividade
z,, > 0 ey, > 0, implicam que 2/, € [0,t] e y, € [0,t]. Para que as varidveis originais z, € y,
(recuperadas por z, = ./t e y, = y,/t) assumam valores bindrios (0 ou 1), é crucial que z} e y,
resultem em 0 ou ¢ na solugdo étima. Esse detalhe é importante porque preserva o cardter inteiro
e binario do modelo original, o que é especialmente relevante em problemas de Programacao Inteira
Mista com funcao objetivo fraciondria (Maxwell, 2014).

Esse comportamento desejado das varidveis transformadas (z,y/, € {0,t}), no entanto, exige um
cuidado adicional: embora as restrigdes impostas ajudem, nada garante, por si 86, que z/, e y,, serdo
automaticamente 0 ou ¢ pelo solver. Por isso, pode ser necessario impor condi¢oes extras no modelo
— um ponto que nos leva ao tratamento das varidveis bindrias apds a transformacao. A literatura
apresenta duas abordagens classicas para lidar com esse tipo de estrutura apds a transformacao:

e Restrigoes adicionais explicitas: Além de z/, < t e 2, > 0, pode-se usar uma varidvel binéria
auxiliar z, (idealmente, z, seria a prépria z, original, se o solver permitir essa construgao mista

1Em modelos de otimizacdo PL, PLI ou MILP, as varidveis de decisdo sempre estdo associadas a um dominio, ou
seja, ao conjunto de valores possiveis que cada varidvel pode assumir. As restrigées de dominio das varidveis consistem
na explicitacdo, no modelo matematico, desses conjuntos de valores, limitando a regido factivel apenas aos pontos cujas
varidveis satisfacam tais condigoes.

Por exemplo:

e determinada varidvel deve ser ndo-negativa e inteira:
z; >0, z;,€Z

e outra pode ser binaria:
y; €{0,1}

e ¢ até as de proporgao podem ser restritas a um intervalo unitario:
0<pe<1

Essas restrigdes sao normalmente explicitadas apds as equagoes principais do modelo, como fizemos vérias vezes aqui,
geralmente ao final da formulagédo, indicando, ou tentando indicar, os limites impostos a cada uma ou a a um grupo de
varidveis de Souza et al. (2018). Logo, ao resolver um problema de otimizagao, os algoritmos levam em consideragao
nao apenas as restrigdes relacionais do problema (igualdades e desigualdades), mas também os dominios declarados para
cada varidvel. Essas tltimas, alids, sdo essenciais, pois impedem que solugdes nao factiveis — tais como quantidades
negativas, fragoes de elementos que sé podem ser inteiros ou decisbes nao-bindrias — sejam consideradas candidatas
a solugdo 6tima. Dito como aprendemos em aula, essas restrigoes de dominio definem o espago vidvel do problema,
restringindo o conjunto de solugbes admissiveis (Kolman, 1995, de Souza et al., 2018).
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ou se for uma etapa de pré-processamento):

7, <t, YoeO

/

o >t—M(1—2,), YoeO

z) < Mz, YoeO (para garantir /) = 0 se z, = 0)

onde z, é uma varidvel binaria e M é uma constante suficientemente grande (idealmente, um
majorante para t). Similarmente para y,,.

e Substituicao direta (com linearizagao subsequente): Introduzir varidveis bindrias z, e w, e defi-
nir:

Essa técnica é mais intuitiva, mas reintroduz produtos bilineares (¢ - z,, t - w,), 0 que nos obriga
a usar outras técnicas de linearizagao (como as de McCormick ou Glover) para manter o modelo
linear.

Segundo Schaible e Ibaraki (Schaible and Ibaraki, 1983), a primeira abordagem (com restrigoes
adicionais bem formuladas) tende a ser mais estdvel do ponto de vista numérico e oferece melhor
desempenho pratico, especialmente quando implementada em solvers comerciais como CPLEX ou
Gurobi (IBM, 2017, Gurobi Optimization, LLC, 2023).

Esta transformacao resulta na adicao de 1+|O|+|.A| varidveis continuas (t, x/,, 3, ), uma restricao de
igualdade para normalizagao (8.29), e vinculos lineares como (8.30) e (8.31) que, junto com as demais
restricoes transformadas, buscam preservar a binariedade das varidveis originais apds a recuperagao.

Por fim, uma das maiores vantagens da transformacao de Charnes-Cooper é a simplicidade da
reconstrucao da solugao original:

, YoeO (8.39)

. VaecA (8.40)

Como o objetivo é que z), 1), € {0,t} na solu¢ao 6tima e t > 0, essa recuperagao sempre retorna
valores binarios (0 ou 1), preservando a coeréncia com o modelo original.

Veja o algoritmo abaixo, que resume o processo de transformacgao acima aplicado ao nosso problema.
E uma versio simplificada do original, mas mantém a esséncia da técnica, podendo ser facilmente
adaptado para diferentes contextos e problemas fraciondrios, desde que as condicées de normalizacao
e linearidade sejam respeitadas.
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26 Wave Order Picking com PLI, CPLEX e CUDA

Algoritmo 2: Transformagao de Charnes-Cooper adaptada ao WOP

1 Conjuntos O, A, unidades S,, parametros de restrigao (LB, UB, AV,; etc.), tolerancia ¢
Solugao 6tima em varidveis escaladas (2, y/,,t)

2 Defina ¢t > 0 e as varidveis escaladas:;
3’1":):t'l'o, y(,l:t.ya’ VOEO,GGA;

4 Imponha a restricao de normalizacao:;

51+ ZaE.Ayf/l = 1;

6 Reescreva as restri¢oes originais, multiplicadas por t (exemplos):; // Vide egs.
(8.33)-(8.35)

T Y oo S0, > LB - t;

8 D e So Ty SUB -t +01;

9 Zo:ie[(o) ‘T/o < Ea:ie[(a) AVyi yél;

10 ... (demais restrigoes do Desafio transformadas);

11 Restrinja os dominios das varidveis escaladas:; // Vide egs. (8.30)-(8.38)
120<z, <t, VYoeO;

1B30<y, <t, VacdA;

14 t > ¢ (para evitar divisdo por zero na préatica, £ pequeno);

15 Pode ser necessdrio adicionar restrigoes para garantir z,y/, € {0,t} (ver discussao no texto).

16 Maximize:;
.
17 Zon So - Los

Vamos tentar explicar essa transformacao de forma mais intuitiva usando uma analogia com o
exemplo do armazém do Mercado Livre que mencionamos no inicio. Depois de definida a nova varidvel
continua t, que representa o esforco ou o “custo embutido” no denominador do problema fracionario,
o algoritmo executa um reescalonamento sistemético de todas as varidveis do modelo. Isso significa
que, ao invés de atuar diretamente sobre a razao, transformamos o problema em um novo ambiente,
onde as varidveis escaladas ja incorporam a fragdo original — permitindo que o modelo seja resolvido
com ferramentas lineares classicas.

Cada etapa do algoritmo tem uma interpretagao intuitiva:

e Ao definir ) =t -x, e Yy, =t - y,, estamos comprimindo (ou expandindo) as decisdes em fungao
do nivel de esforco representado por t.

e A condigao t+ 3, 4 ¥, = 1 garante que a escala escolhida seja coerente com a realidade, ja que
impoe uma régua Unica sobre todas as variaveis.

e As restrigoes originais sao mantidas, mas agora adaptadas a nova escala. Por exemplo, a soma,
para todo pedido o no conjunto O, do niimero de unidades S, multiplicado pela variavel escalada
x!, deve ser maior ou igual a LB vezes o fator de escala ¢

> S,-al,> LBt (8.41)
o€

quer dizer que ainda é necessario coletar um nimero minimo de unidades — mas esse minimo
agora é proporcional ao esforgo total permitido.

e A funcéo objetivo, ao fim e ao cabo, resta linear:

max Z S, -z, (8.42)

ocO

Uma vez obtida a solucao étima do problema escalado, basta reverter o reescalonamento para
recuperar as decisoes originais:
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x/
To = TO’ Yoe O (8.43)
_ Ya
Ya= Va e A (8.44)
Considere:
2 € {0,1}, y € {0,1} (8.45)
max , X 1} , .
1+y Y
Defina t = ﬁly, e aplique a transformacao:
¥=t-x, Y=ty t+y =1 (8.46)
O objetivo se torna:
max 22’, com z’ € [0,t], v’ €1[0,¢], t >0 (8.47)

(e, idealmente, 2/, 4y’ resultando em 0 ou ¢ na solugdo étima para que x,y sejam bindrias).

A recuperagao da solugao original é imediata:

Ainda que, & primeira vista, essa transformacgao possa parecer sofisticada, para ndo dizer dificil,
ela é reconhecida na literatura como uma técnica simples, como demonstrado nos trabalhos originais
dos autores (Charnes and Cooper, 1962) e nos estudos posteriores (Ferreira, 2015). Entretanto, é
importante esclarecer um ponto técnico que costuma ser mal interpretado: embora a reformulagao
pareca garantir que as varidveis recuperadas serdo automaticamente bindrias (isto é, 0 ou 1), isso
nem sempre ocorre de forma natural. Para que a integridade bindria das varidveis seja preservada, é
necessario impor restricoes adicionais ao modelo transformado — como as discutidas para assegurar
que z,,y. € {0,t} na solugao Gtima e que o denominador seja estritamente positivo, assegurando a
viabilidade da inversdo e da reinterpretacio das varidveis escaladas'®.

Mas talvez isso tudo ainda soe meio abstrato. O exemplo prometido pode ajudar. Imagine-se
novamente dentro do armazém do Mercado Livre, tentando decidir quais pedidos vale a pena coletar
e por quais corredores passar. SO0 que, desta vez, em vez de aplicar um redutor diretamente sobre os
pedidos, como fizeste antes, vocé resolve redefinir a escala do problema inteiro. Vocé inteligentemente
pensa: “E se eu medir tudo — pedidos, corredores, restricoes — com base no quanto estou disposto a
me esforcar?” Como ja dissemos, vocé é um génio. Esse esforco total é representado por uma variavel
continua ¢, definida como:

1

t= ——o—— 8.49
1+ ZaeA Ya ( )

Logo, quanto mais corredores forem visitados, menor serd o valor de t, e todo o modelo seréd propor-
cionalmente reescalado — como se o esforgo envolvido comprimisse as decisGes possiveis. O método de
Charnes-Cooper, portanto, nao busca balancear numerador e denominador diretamente. Ele muda o

15 A literatura recomenda, nesse contexto, o uso de restricdes de acoplamento ou técnicas como as desigualdades de
McCormick para assegurar que a transformagao mantenha as varidveis no conjunto bindrio apds a divisao pelo fator de
escala t. Vide (Ferreira, 2015).
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cenario onde o problema é resolvido: transforma uma razao complicada em uma simples soma linear.
E como se vocé dissesse: “nao vou lidar com a fragdo — vou mudar o sistema de medidas” e, com isso,
voceé ainda ganha diversas vantagens praticas, como a estabilidade numérica e a compatibilidade com
varidaveis inteiras, a facilidade de recuperacao da solucao original e, principalmente, uma linearizacao
exata — sem necessidade de métodos iterativos ou aproximacoes nao lineares.

Se voceé recordar bem do exemplo anterior sobre a varidvel inversa, vai perceber que os dois métodos
compartilham uma filosofia de linearizagao adaptativa semelhante. A diferencga, no entanto, estd na
forma que cada um propde. Aquele impbée um redutor diretamente sobre os pedidos — cada z, é
multiplicado por uma varidvel continua z, que representa o inverso do esforgo (ou seja, do nimero
de corredores envolvidos). Esse atua de forma mais ampla, j& que, em vez de aplicar um redutor
localizado, redefine o sistema de medidas de todo o problema, reconstruindo o universo decisorio a
partir do fator de escala global ¢, proporcional ao esforgo total estimado, de tal modo que todas as
varidveis sejam ajustadas de acordo com essa nova régua.

Grosso modo, Enquanto a varidvel inversa aplica wma lente sobre os pedidos, Charnes-Cooper muda
o tamanho do universo onde a decisao € tomada. Para destacar as diferencas entre essas abordagens de
forma mais objetiva, apresentamos a seguir uma comparag¢ao entre os métodos discutidos: a variavel
inversa, a transformacao de Charnes-Cooper e, na sequéncia, o algoritmo iterativo de Dinkelbach.

Tabela 2: Comparacao entre técnicas de linearizacao para problemas fracionéarios

Critério Variavel Inversa Charnes-Cooper Dinkelbach
Transformacao Parcial Completa (todas as Iterativa
(denominador) varidveis)
Estabilidade Numérica Moderada Alta Dependente da
convergencia
Varidveis Adicionais o(|0)) 1+ 0] + |A| Nenhuma (por
continuas iteracao)
Compatibilidade com Requer adaptacoes Direta com Preserva estrutura
PLI adaptagoes (para inteira
garantir binariedade)
Eficiéncia Moderada Alta (problemas Alta (problemas
Computacional pequenos/médios) grandes)

A transformacao da variavel inversa, como vimos antes, atua no denominador da fungao objetivo
e gera estabilidade numérica moderada para problemas de PLI. A de Charnes-Cooper, por sua vez,
reformula completamente o problema, escalando todas as varidveis pelo fator continuo adicionado,
proporcionando estabilidade numérica mais elevada e compatibilidade direta com PLI (com as devidas
restrigoes para assegurar a binariedade das varidveis recuperadas), apesar de aumentar o ntimero de
variaveis. Talvez por isso seja mais adequada para problemas pequenos e médios (Charnes and Cooper,
1962). O Dinkelbach, que veremos a seguir, é iterativo, mas nao adiciona varidveis extras por iteracao,
como o nome parece sugerir'®, porquanto preserva a estrutura inteira do problema, sendo eficiente
especialmente para problemas de grande porte, apesar de sua estabilidade depender da convergéncia
do algoritmo (Dinkelbach, 1967), como explicaremos no préximo capitulo. Essa comparacao, ainda
que simples, contribui, do ponto de vista pratico, para a escolha da técnica mais adequada, de acordo
com o tamanho do problema, da estrutura das varidveis e da necessidade de estabilidade numérica ou
nao.

160 método de Dinkelbach é iterativo porque resolve uma sequéncia de problemas auxiliares, ajustando um parametro
a cada iteragdo até atingir a convergéncia. No entanto, em cada iteragdo, o problema resolvido mantém exatamente as
mesmas varidveis e restrigdes do problema original, apenas modificando a fungéo objetivo. Assim, o método ndo adiciona
varidveis extras por iteragao, o que contribui para sua eficiéncia e simplicidade estrutural, especialmente em problemas
de grande porte. Por outro lado, sua estabilidade depende da convergéncia do algoritmo, que pode variar conforme o
problema (Dinkelbach, 1967).
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8.5.5 O Algoritmo Iterativo de Dinkelbach

Por fim, chegamos ao Dinkelbach — uma ferramenta frequentemente descrita na literatura como
“poderosa” para a resolucao de problemas de programacao fracionaria. O motivo? Ele transforma a
complexidade da razao em uma sequéncia de problemas paramétricos mais simples, todos linearizados
(ou linearizaveis), todos tratdveis por solvers modernos. Sua principal virtude, segundo o autor do
método, estd na capacidade de convergir rapidamente para a solucao 6tima do problema original,
mesmo em casos de grande porte — como algumas das instancias que enfrentamos neste trabalho.

Partindo do nosso problema fracionario:

max / =

mashes (8.50)

onde N(x,y) representa o numerador (e.g., a quantidade total de unidades coletadas, N(x) =
Y oo SoTo) € D(X,y) o denominador (e.g., o total de corredores visitados mais um, D(y) = 1 +
Y acAYa), a ideia central do método de Dinkelbach é transformar o problema fraciondrio em uma
sequéncia de problemas paramétricos, mais simples de resolver Dinkelbach (1967), You and Grossmann
(2009). Em vez de maximizar a razao diretamente, o método propoe resolver iterativamente um
problema auxiliar P()), onde A (também denotado como p em alguma literatura) é um parametro que
representa uma estimativa do valor 6timo da funcao objetivo fracionaria. Este pardmetro é ajustado a
cada passo do algoritmo, até que a fungao objetivo auxiliar do problema paramétrico atinja um valor
suficientemente préximo de zero (indicando convergéncia), momento em que a solu¢ao encontrada é
considerada étima para o problema original Dinkelbach (1967).

Formalmente, o problema auxiliar em cada iteracao k, para um dado parametro \g, é dado por:

P(X\g): max f(\)=N(xy) —\D(Ex,Yy), (8.51)

sujeito as restrigoes originais do problema. Se forem utilizadas penalidades suaves para flexibilizar
certas restrigoes (e.g., 1,02 > 0 como folgas para limites de unidades ou volume, com custos 7y, my >
0), a funcado objetivo do subproblema torna-se:

P()\k) : max f()\k) = N(x,y) — )\kD(x,y) - 7T151 - 7T252. (8.52)

A condicao de parada cléssica do algoritmo é quando f(A) estd suficientemente préximo de zero.
Se (z*,y*) é a solugao 6tima do problema paramétrico para A\ = A*, entao

N(z*,y*) = X*D(z™,y") = 0, (8.53)
0 que implica que
N(z*,y")
N —— == 8.54
D(z*,y*)’ ( )

isto é, \* é (aproximadamente) o valor 6timo da fungao objetivo fraciondria original.

Para o nosso problema especifico (WOP), a fungao objetivo paramétrica em cada iteragao, incor-
porando as penalidades suaves, assume a seguinte forma:

max Z Sy To — g (1 + Z ya> — m 81 — mala, (8.55)

00 acA

sujeita a todas as restrigoes do modelo, como os limites de unidades na wave (possivelmente flexi-
bilizados por 1, d2), a cobertura de itens, entre outras condi¢oes previamente definidas. E importante
observar que, em cada iteracdo, o problema P()\;) permanece um problema de programacao linear
inteira mista (MILP), o que permite sua resolugao por solvers comerciais como o CPLEX — utilizado
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neste estudo. Outra vantagem é que ele nao requer a introducdo de varidveis continuas extras para
a linearizagao da fracdo a cada iteracao (exceto as possiveis varidveis de folga d1,d2, que sdo parte
do modelo base), o que preserva a estrutura do problema original e o torna particularmente eficiente
em instancias de grande porte. A avaliacdo dos termos N(x) e D(y) pode, inclusive, ser acelerada
em hardware especifico como GPUs (e.g., usando CuPy), reduzindo drasticamente o tempo de cada
iteracao em problemas muito grandes.

No entanto, vale destacar que a estabilidade numérica e a velocidade de convergéncia, embora
geralmente boas, podem ser influenciadas pela formulagao e pela natureza do problema Dinkelbach
(1967), Duarte (2019). O método de Dinkelbach é provadamente convergente e, na pratica, exibe
convergéncia rapida, frequentemente superlinear:'”

“Qr1 > qr .- limg_00 g = ¢* 7 (adaptado de Dinkelbach (1967))

Quando o método converge adequadamente, os resultados sao estaveis e confidveis.

Para facilitar a compreensao, apresentamos abaixo o pseudocddigo classico do Dinkelbach, adaptado
para a resolugao do nosso problema, incluindo a gestao de penalidades suaves. As adaptagoes consistem
principalmente na especificacdo das fungoes N(x) e D(y), e na inclusao das restri¢oes do problema
(com folgas) que devem ser consideradas em cada iteracao do solver de MILP. O nitcleo do algoritmo
permanece 0 mesmo: resolver iterativamente um problema linear (ou MILP) paramétrico e ajustar o
parametro A até a convergéncia.

Algoritmo 3: Algoritmo de Dinkelbach para o WOP (com penalidades suaves)

1 Conjunto de pedidos O, corredores A, unidades por pedido S,, unidades de item por pedido
U,;, disponibilidade por corredor AV,;, limites LB, UB, custos de penalidade 7y, w9, tolerancia
e, maximo de iteracoes MaxIter Valor 6timo A*, solucao étima (x*,y*), folgas (47, d3)

2 Inicialize Ay < 0 (ou uma estimativa heuristica, e.g., baseada em S,/|R,|), k < 0;

3 repeat
4 k+—k+1;
5 Resolva o problema paramétrico P(\g):;
6 maxzoeo Soxo — ANk (1+Za€Aya) — w101 — modo;
7 sujeito a:;
8 Y oco SoTo > LB — 0a;
; // Exemplo: {y para folga em LB
9 EoeoSoxogUB—i—él;
; // Exemplo: ¢; para folga em UB
10 Zoe(’) Uysizx, < ZaeA AVaiya, Vi € T;
11 z, € {0,1}, Vo € O;
12 yq € {0,1}, Va € A,
13 (51 Z 0, 52 > 0;
14 (Outras restrigoes do WOP);
15 Obtenha a solugdo étima (2, yy, 67 4,5 ;) € o valor 6timo f(Ax) do subproblema;
16 Calcule:;
17 Ni = 20c0 50T ki
18 D =142 aeaYar
19 if D <

Vamos ao passo a passo:

1"Conforme Dinkelbach (1967), o pardmetro Ay (ou g na notagdo original) avanca monotonicamente (ou de forma
bem comportada) em diregdo ao valor étimo A\* (ou ¢*), com limg_ 0o A = A*. A literatura reporta que, para muitas
aplicagdes, poucas iteragdes sdo necessdrias para atingir uma boa precisio (e.g., 8-10 iteragdes para e < 107* em alguns
casos).
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1. Inicializagao: comegamos com um valor inicial para o parametro A, usualmente A\g = 0. Alterna-
tivamente, pode-se usar uma estimativa heuristica, por exemplo, ordenando os pedidos por uma
razao de eficiéncia (como S, dividido pelo nimero de corredores unicos que o pedido o requer,
|R,|) e construindo uma solugado inicial para derivar Ag. Esse valor funciona como um palpite
inicial da razao 6tima a ser alcancada.

2. Construcao do Problema Paramétrico: a cada iteracdao k, o algoritmo constrdi e resolve um
problema auxiliar P()\g), substituindo o objetivo fraciondrio por uma fungao linear (ou linear
inteira mista) dependente de \:

f(Ak) = N(xk, yr) — \e D (X, yi ) (—penalidades, se houver), (8.56)

onde N(xg,yx) ¢ D(Xg, yr) representam, respectivamente, o numerador e o denominador da fun-
¢ao objetivo original, avaliados na solugao da iteracao k — 1 (para calcular \x) ou como varidveis
na otimizacao de P(\). As varidveis (xj,y) indicam a solugao corrente do subproblema.

3. Resolugao do Problema Auxiliar: resolvemos o problema paramétrico P(\g), ou seja, encontra-
mos o vetor de decisao (xj,y;j) (e folgas 03 j» 05, ) que maximiza a expressao (8.55), respeitando

todas as restricoes do modelo original.

4. Atualizagao do Parametro: a partir da solucao étima (xj,y;) obtida, calculamos um novo valor
para A:

N (x5, ¥i)

D(x3,v%)

Esse valor representa uma nova estimativa da razao ideal, baseada na melhor solucao encontrada

na iteracao corrente. E crucial garantir que D(x;,y;) > 0 (ou D(x3,y7) >

)\k+1 == (857)

4. Critério de Parada: o processo se repete até que o valor da fungdo objetivo do subproblema,
f(Ag), esteja suficientemente préximo de zero — isto é,

[f(Ae)l = IN(x, ¥E) — A D (g, yi) (—penalidades)| <, (8.58)

para uma tolerancia pequena ¢ > 0, previamente definida. Esse valor controla a precisao desejada
para a solucao final. Quando essa condicao é satisfeita (ou um nimero méaximo de iteragoes é
atingido), entendemos que a razao atingiu o valor 6timo buscado:
N(x}, y5)
(Xk;7 yk;)
O método, entao, é interrompido, e (x},y}) é considerado uma solucao étima (ou suficientemente
boa) para o problema fraciondario original.

Isso demonstra que o algoritmo de Dinkelbach segue uma logica simples, como defende a literatura,
mas para entendé-la melhor, como cada passo se traduz na pratica — e especialmente por que essa
abordagem funciona tdo bem —, vale revisitar o nosso ja conhecido exemplo do armazém, refazendo
os passos do algoritmo nele, dando forma concreta aos conceitos abstratos apresentados.

Imagine, mais uma vez, que vocé precisa coletar mercadorias no grande armazém do Mercado Livre
e estd com pressa, cansado de andar, afinal, esta ja é a terceira vez que te pedimos isso. Seu objetivo,
portanto, é ser mais eficiente ainda, ou seja, pegar a maior quantidade possivel de itens, passando pelo
menor nimero de corredores possivel.

Apesar disso, pode ser que na primeira tentativa, vocé simplesmente tente pegar o maximo de
itens possivel, ignorando completamente a relacao entre esforco e resultado. Mas dai vocé lembra do
Dinkelbach e decide aplicd-lo para otimizar sua coleta.

Vocé comega com um palpite inicial para A\ (digamos, Ao = 0): todo item coletado vale tanto quanto
o custo de atravessar um corredor (ou, com \g = 0, o custo dos corredores ¢ inicialmente ignorado na
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funcao objetivo paramétrica). Entao, em vez de tentar maximizar a razao diretamente, vocé resolve
um problema auxiliar em que o objetivo é maximizar a soma das unidades coletadas menos Ay vezes
o “custo” dos corredores visitados (mais um) e menos quaisquer penalidades por violagoes suaves de
restricoes.

Apdés resolver esse problema, vocé obtém uma solucao inicial com um conjunto de pedidos selecio-
nados e os corredores correspondentes visitados. Com base nisso, vocé calcula o valor do numerador
(quantidade total de unidades coletadas, N{}) e o valor do denominador (nimero de corredores visitados
mais um, Dfj). Com esses dois valores em maos, vocé atualiza o parametro lambda: A\ = Nj/Dg.

Digamos que vocé coletou 10 itens e percorreu 2 corredores (logo D§ = 14 2 = 3), entdao o novo
valor de lambda serd Ay = 10/3 ~ 3,33. Isso significa que, na préxima rodada (iteracao k = 1),
cada “unidade de denominador” (corredor visitado + 1) terd um “custo” de 3,33 na fungao objetivo
paramétrica, ponderando o numerador.

Com esse novo valor Aj, vocé repete o processo: resolve novamente o problema auxiliar, agora
usando A; como multiplicador do denominador na fungao objetivo. O objetivo continua sendo maxi-
mizar o total ajustado da funcao, levando em conta essa nova ponderagao.

Esse processo se repete iterativamente: resolve-se o problema com o A atual, calcula-se uma nova
razao A1 = N /Dj com a solucdo encontrada. O ciclo continua até que a diferenca N} — A\Dj
(mais penalidades) fique suficientemente préxima de zero — ou seja, até que o valor da funcao f(Ag)
do subproblema indique convergéncia. Quando isso ocorre, significa que a razao 6tima foi atingida, e
a solucao (xj,yj) encontrada é considerada Gtima para o problema fraciondrio original (Dinkelbach,
1967).

Ao final desse processo, vocé — cansado, mas satisfeito — percebe que percorreu o minimo neces-
sario do armazém, colheu a melhor quantidade possivel de pedidos e fez tudo isso com uma eficiéncia
que nem mesmo os algoritmos de roteamento do Mercado Livre conseguiriam bater. E o melhor: sem
precisar testar todas as combinagdes possiveis ou ajustar manualmente pesos e penalidades (além dos
mj das folgas, se usadas).

Essa jornada iterativa, que comecou com um palpite e evoluiu com ajustes progressivos da razao
entre esforgo e recompensa, é exatamente o que o algoritmo de Dinkelbach propée — e o que o torna
uma das abordagens mais interessantes e poderosas para resolver o nosso problema. Ufa! Agora
que compreendemos os principais métodos para lidar com funcbes objetivo fracionarias, podemos
apresentar a escolha metodoldgica que orientou nossa modelagem final para o Desafio SBPO 2025.

Mais do que uma decisao técnica, a selecao dos métodos adotados levou em conta fatores praticos
como estabilidade numérica, custo computacional, escalabilidade e compatibilidade com os solvers
disponiveis (em especial, o IBM CPLEX). Além disso, exploramos como a combinagao estratégica entre
esses métodos e o uso de aceleracao via GPU (CUDA) pode oferecer vantagens concretas em instancias
de grande porte do Wave Order Picking (WOP). Vamos, portanto, ao que realmente interessa: como
isso tudo se traduziu, na pratica, na escolha e na implementacao que fizemos.

9 Metodologia da Solucao Proposta

A arquitetura de solugao proposta para o Problema de Otimizacao de Coleta em Ondas (WOP)
é fundamentada em um sistema modular. Esta abordagem integra sinergicamente a biblioteca PuLP
para a formulagao flexivel de modelos matematicos, o solver CPLEX para a resolucao eficiente de Pro-
gramas Lineares Inteiros Mistos (MILP), e a biblioteca CuPy para a aceleracao de computos intensivos
via Unidades de Processamento Gréfico (GPUs), especialmente na fase de pré-processamento. A meto-
dologia se desdobra em mddulos distintos e interconectados: leitura de instancias, pré-processamento
de dados (com variantes para CPU e GPU), constru¢ao do modelo matematico, execugao da solugao
(incluindo o algoritmo de Dinkelbach para objetivos fraciondrios) e validacao dos resultados.

A escolha desta pilha tecnolégica reflete uma estratégia para balancear a agilidade no desenvolvi-
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mento e prototipagem, proporcionada pelo ambiente Python e PuLP, com a capacidade de processa-
mento de alto desempenho oferecida pelo CPLEX e pela aceleraggao em GPU com CuPy. Problemas
combinatoriais complexos, como o WOP, frequentemente envolvem um grande nimero de varidveis e
restrigoes, tornando a eficiéncia do solver crucial. Adicionalmente, etapas de preparacao de dados ou
calculos auxiliares podem se tornar gargalos computacionais, justificando o uso de GPUs para acelera-
las. A modularidade inerente ao design nao apenas facilita o desenvolvimento e os testes de cada
componente de forma isolada, mas também permite a otimizacgao direcionada de mdédulos especificos
e abre caminho para futuras extensoes ou substituigoes de componentes com impacto minimizado no
sistema como um todo.

9.1 Leitura de Instancias (data_reader.py)

O modulo inicial do pipeline, data_reader.py, é responsavel pelo processamento dos arquivos de
entrada, que seguem o formato .txt especificado para o desafio SBPO 2025. A estrutura desses
arquivos ¢ bem definida: a primeira linha contém trés inteiros representando o nimero de pedidos
(0), o nimero de itens distintos (i) e o ntimero de corredores (a). As o linhas subsequentes detalham
os pedidos, cada uma composta por pares de item e quantidade. As a linhas seguintes descrevem os
corredores, com pares de item e estoque disponivel. A ultima linha do arquivo especifica os limites
inferior e superior para a quantidade total de unidades a serem coletadas em uma unica onda (wave).

O processo de leitura envolve a andlise linha a linha do arquivo, extraindo as informacoes perti-
nentes e armazenando-as em estruturas de dados otimizadas para acesso e manipulagdo nas etapas
subsequentes. Os principais dados estruturados sao:

e Pedidos: Um dicionério onde cada chave é o identificador do pedido. O valor associado é outro
dicionario contendo o volume total do pedido e uma lista ordenada dos corredores 1inicos que
precisam ser visitados para atender aquele pedido.

e Corredores: Um diciondrio mapeando o identificador de cada corredor para um dicionério in-
terno, que detalha o estoque de cada item disponivel naquele corredor.

e Limites da Wave: Dois inteiros que representam os limites minimo e maximo de unidades de
itens para uma onda de coleta.

A escolha de diciondrios para armazenar dados de pedidos e corredores visa a eficiéncia em consultas
futuras, permitindo acesso rapido por ID. A lista ordenada de corredores tnicos por pedido antecipa
a necessidade de operactes como a verificacdo de conflitos entre pedidos. Essas estruturas de dados
sao cruciais, pois fornecem uma representagao organizada e acessivel das informacoes essenciais da
instancia, fundamentando a modelagem e a resolucao do problema. A estrita aderéncia ao formato de
entrada especificado pelo “desafio SBPO 2025” é um requisito fundamental, e as estruturas de dados
sao desenhadas para processar eficientemente este formato.

10 Pré-processamento de Dados e Reducao do Modelo

O pré-processamento dos dados de entrada é uma etapa de importancia critica na abordagem de
problemas de otimizagao combinatodria complexos como o WOP. Seu objetivo primordial é reduzir o
tamanho e a complexidade da instancia do problema antes de sua submissdo ao solver CPLEX. Tal
reducao pode levar a uma diminuicao significativa no tempo de resolugao e, em certos casos, melhorar
a qualidade da solucao encontrada dentro de um limite de tempo estipulado. Conforme destacado
na introducao e detalhado adiante, um pré-processamento eficiente, especialmente quando acelerado
por hardware especializado como GPUs, constitui um diferencial estratégico (“pulo do gato”) para
tornar métodos exatos competitivos frente a abordagens heuristicas. Para problemas combinatoriais
dificeis, onde o espaco de busca do solver pode crescer exponencialmente com o tamanho da entrada,
um pré-processamento eficaz é muitas vezes indispensavel para tornar a resolucao exata viavel.
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As principais tarefas executadas durante o pré-processamento incluem:

Filtragem inicial de pedidos invidveis, como aqueles cujo volume excede a capacidade maxima
da wave (UB).

e Construgao de uma matriz de conflito entre pedidos, que indica quais pares de pedidos compar-
tilham ao menos um corredor, necessitando de visitas ao mesmo local.

e Identificagdo e remocao de pedidos dominados. Estes sdo pedidos que, sob certas condigoes de
conflito e pontuacao, sao comprovadamente piores que outros e podem ser removidos da instancia
sem perda de otimalidade da solucao global, ou com um impacto controlado e aceitavel.

e Preparacao de estruturas de dados auxiliares, como vetores de pontuagoes, volumes e mapea-
mentos pedido-corredores, para a montagem eficiente do modelo matematico subsequente.

A eficacia destas etapas, particularmente a construcao da matriz de conflito e a remocao de pedidos
dominados, pode reduzir o espaco de busca do solver CPLEX em até 20%. Adicionalmente, a acele-
racao dessas tarefas em GPU pode diminuir o tempo total da fase de pré-processamento em 80-90%.
Esta economia de tempo é crucial, pois permite que mais tempo computacional seja alocado ao solver
CPLEX para a busca da solugdo étima. A capacidade de identificar e remover pedidos dominados
baseia-se em regras especificas do problema, que comparam pedidos conflitantes em termos de suas
pontuagoes e uso de recursos, permitindo um poda segura do espacgo de decisao.

10.1 Pré-processamento Sequencial em CPU

A versdo em CPU do pré-processamento executa as tarefas de forma sequencial. Inicialmente, os
pedidos sao filtrados com base em critérios simples, como o volume individual ndo exceder a capacidade
méxima da wave (UB). Em seguida, é construida a matriz de conflito: para cada par de pedidos
validos, verifica-se a intersecao de suas listas de corredores. Se houver corredores em comum, uma
entrada na matriz marca o conflito. Posteriormente, realiza-se a remocao de pedidos dominados. Esta
etapa envolve comparar pares de pedidos conflitantes; se um pedido ¢ conflita com um pedido j, e
o pedido j possui pontuacdo maior ou igual ao pedido i (assumindo outros fatores como volume e
numero de corredores sdo comparaveis ou favoraveis a j), o pedido i pode ser considerado dominado
e marcado para remocao. Finalmente, as estruturas de dados finais (listas de pedidos e corredores
vélidos, dicionérios de pontuagoes, volumes e mapeamentos pedido-corredores) sao preparadas para a
fase de modelagem.

Embora funcional, esta abordagem sequencial pode ser computacionalmente onerosa para instancias
de grande porte. As etapas de construcao da matriz de conflito e remocao de pedidos dominados
tipicamente apresentam complexidade quadrética (O(n?) em relacio ao ntimero de pedidos n), ou
até pior, dependendo da eficiéncia da verificagao de intersecao de corredores. Essa complexidade
quadrética surge da necessidade de examinar todos os pares de pedidos, o que rapidamente se torna
um gargalo a medida que n aumenta. Este desempenho serve como linha de base para avaliar os
ganhos obtidos com a aceleracao em GPU.

10.2 Pré-processamento Acelerado em GPU

A versao acelerada em GPU do pré-processamento visa paralelizar as operacées computacional-
mente intensivas identificadas na versao CPU, notadamente a construcao da matriz de conflito e a
identificacao de pedidos dominados. A 1gica fundamental de filtragem inicial de pedidos (por exem-
plo, por volume) geralmente permanece executada em CPU, devido & sua natureza inerentemente
sequencial e baixo custo computacional relativo. Os tipos de dados de saida sdo os mesmos da versao
CPU.
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A estratégia de aceleracao envolve a transferéncia dos dados relevantes (como listas de corredores
por pedido e pontuagoes) para a meméria da GPU. A construcdo da matriz de conflito é realizada
em paralelo, onde cada thread da GPU pode ser responsavel por comparar um par de pedidos ou
um subconjunto de pares, utilizando técnicas de broadcasting e operagOes vetorizadas para verifi-
car eficientemente a intersecdo de corredores. Similarmente, a identificacao de pedidos dominados
¢é paralelizada: comparagoes de pontuacoes entre pedidos conflitantes sao feitas concorrentemente, e
operagoes logicas em nivel de elemento sobre matrizes de conflito e de comparagao de scores permitem
a rapida identificacao dos pedidos a serem removidos. Resultados parciais ou finais, como a maéscara
de pedidos dominados ou a prépria matriz de conflito, sdo entao transferidos de volta para a memoria
da CPU. A representacdo dos dados na GPU, como a matriz densa Corredoresmatri> mencionada
no pseudocédigo original, é uma escolha comum para alavancar a capacidade da GPU em processar
arrays estruturados, mesmo que isso implique algum overhead de memoéria devido ao preenchimento
(padding) para regularizar a estrutura dos dados. O objetivo é realizar o méximo de computacao
intermedidria na GPU para minimizar as custosas transferéncias de dados entre CPU e GPU.

O pseudocédigo a seguir (Algoritmo ??) descreve conceitualmente esta abordagem, enfatizando as
transferéncias de dados e as etapas de processamento paralelo.
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Algoritmo 4: Pré-processamento Acelerado em GPU para WOP

1 [1] Input: O: conjunto de todos os pedidos brutos (representado por o no problema);
A: conjunto de todos os corredores brutos (representado por a no problema);
Z: conjunto de todos os itens distintos (representado por i no problema);
UB: limite superior do tamanho da wave (em unidades de itens).
Output: O}inal: lista de IDs de pedidos vélidos e nao dominados;
Ifi’n, - lista de IDs de corredores relevantes;
Sdict: diciondrio de pontuagoes {o — score,} para o € O}inal;
Utotal_dict: diciondrio de unidades totais {o — > ;o7 uei} para o € O}mal;
OCiqy: diciondrio de mapeamento {o — lista de corredores de o} para o € O}, ;.

// Passo 1: Filtragem inicial de pedidos (executado em CPU)

,;alid <+ (); foreach pedido o em O do

3 unidades_pedido, + Ziezo uy;; Calcula o total de unidades do pedido o if
unidades_pedido, < UB and unidades_pedido, > LB then

4 Verifica se o pedido individualmente atende aos limites da wave, se aplicadvel. A restrigdo
LB/UB no problema é para a SOMA da wave, ndo por pedido individual na filtragem inicial,
a menos que seja um critério adicional de pré-processamento. A entrada original do algoritmo
falava em "capacidade méaxima de volume por wave’o que pode ser diferente de "tamanho da
wave’em unidades de itens. Ajustando para refletir UB das unidades totais se essa for a
intencao de filtragem aqui. Adicionar o a O, ;. ;

0}, < Lista ordenada dos IDs dos pedidos em O ;..; Npedidos < |O};]; Usando npedidos

para clareza Criar mapa M;q, de ID de pedido para indice 0. .. npedidos — 1;

// Passo 2: Montar matriz de conflito em GPU
5 Representar corredores de (’)Zi « como matriz densa Corredoresmatriz
(Npedidos X Mmaz_corredores); Transferir Corredoresmqtri> para memoéria da GPU
— Corredoresgpy; // Utilizar broadcasting e operagdes vetorizadas (detalhes
em Segdo 10.4)
Capu < Matriz de conflito npedidos X Npedidos calculada em GPU; Transferir Cgpy para
memoéria da CPU —

=)

// Passo 3: Remover pedidos dominados em GPU
7 Scoresyetor <+ Vetor de scores dos pedidos em Ogist; Transferir Scoresyetor para memoria da
GPU — Scoresgpy; // Utilizar operagdes vetorizadas (detalhes em Segdo
10.4)

8 Compscores apu < Matriz de comparacao de scores npedidos X Npedidos;
Mascaragominados.aru < Capu A Compscores.apu (AND elemento a elemento);
Vetorgominados.apu < Redugao Logica OR sobre as linhas de Mascaragominados.GPU;
Transferir Vetorgominados.cpu para memoria da CPU — Vetorgominados.CPU;

O’{"emo’uer — {O;zst[k] | Vetor qominados_CPU [k] = 1 para ke [07 Npedidos — 1]}7
< O uia \ Oremovers Ofina < Lista ordenada dos IDs dos pedidos em O%;, .y o

/
final_obj valid

// Passo 4: Preparar estruturas de saida (executado em CPU)

9 /fzn a1 < Conjunto ordenado de todos os corredores presentes em O}z‘nal,obﬁ
/ . 1 .
Saict < {0 — score de o | 0 € Oy }; Utotat_dict < {0 = Djex, toi | 0 € Oy}
Armazenando unidades totais por pedido OC;4, + {0 — corredores de o | 0 € O, ;
por p finalJ>
/ / .
10 final> Y final> Sdict7 Utotal,dicta OCidaca

10.3 Impacto do Pré-processamento Acelerado

A aceleragao do pré-processamento via GPU exerce um impacto transformador na viabilidade e
eficiéncia da abordagem global. Os beneficios quantitativos e qualitativos sao substanciais:
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e Redugao drastica de tempo: Operagoes que consumiriam segundos preciosos em CPU sao exe-
cutadas em fragoes de segundo. Por exemplo, a construcao da matriz de conflito para n = 200
pedidos pode ter seu tempo reduzido de aproximadamente 8 segundos em CPU para cerca de
0,08 segundos em GPU. O tempo total de pré-processamento pode, consequentemente, diminuir
de ~ 12 segundos para =~ 2,4 segundos.

e Liberagao de tempo para o solver: A economia de tempo no pré-processamento é critica, pois
permite que o solver CPLEX disponha de mais tempo para explorar a arvore de busca do
Programa Linear Inteiro (PLI), potencialmente encontrando solugdes de melhor qualidade ou
provando otimalidade mais rapidamente dentro do limite de tempo total da execucdo. Em
cendrios com restrigoes temporais apertadas, cada segundo economizado em etapas preliminares
pode ser decisivo para a qualidade da solucao final.

e Viabilizacao de métodos exatos: Para instancias de grande porte, um pré-processamento lento
pode tornar a abordagem exata intratavel. A aceleragdo em GPU é, portanto, um componente
chave para a competitividade de métodos baseados em PLI, como o PLIwC? (Programagao Linear
Inteira com Cortes e Colunas, um nome hipotético para a abordagem geral), em comparagao
com heuristicas mais rdpidas, mas que nao garantem otimalidade.

e Minimizacao de transferéncias de dados: Uma implementagao cuidadosa busca minimizar a
sobrecarga da transferéncia de dados entre CPU e GPU, que é um conhecido gargalo em com-
putagao heterogénea. Isso é alcancado transferindo apenas os dados essenciais e mantendo o
maximo de processamento intermediario na GPU.

A tabela a seguir (Tabela 3) resume o impacto da aceleragao em GPU em etapas especificas do
pré-processamento, com base nos exemplos citados:

Tabela 3: Comparativo de Tempo de Pré-processamento: CPU vs. GPU

Etapa do Pré-processamento Tempo CPU (s) Tempo GPU (s) Fator de Aceleracao
Construgao Matriz de Conflito (n = 200) ~ 38,0 ~ 0,08 ~ 100x
Tempo Total de Pré-processamento ~ 12,0 ~ 2,4 ~ HX

A combinacao de um modelo matematico robusto com um pré-processamento eficiente e acelerado
é fundamental para o sucesso da abordagem na resolucao do problema WOP.

10.4 Kernels CuPy (cuda_helpers.py)

O médulo cuda_helpers.py encapsula os kernels CuPy especificos, projetados para acelerar as
operagoes mais criticas do pré-processamento e de outras partes do sistema que podem se beneficiar da
computacao em GPU. A biblioteca CuPy permite a escrita desses kernels de forma que se assemelham
a operacoes com arrays NumPy, abstraindo grande parte da complexidade da programagdao CUDA
C++ direta, ao mesmo tempo que oferece ganchos para cédigo CUDA de baixo nivel, se necessério.

Célculo da Matriz de Conflito em GPU (compute_conflict_matrix_np_to_cp): Este kernel é
central para a aceleracao do pré-processamento. Ele recebe como entrada um array NumPy contendo
os IDs dos corredores para cada pedido, potencialmente preenchido com um valor nulo (e.g., -1)
para pedidos com menos corredores que o maximo, formando uma matriz de dimensoes n X max_corr
(ntimero de pedidos x méximo de corredores por pedido). O array NumPy é primeiramente convertido
para um array CuPy e transferido para a meméria da GPU. A 16gica principal para identificar conflitos
(pedidos que compartilham corredores) reside na expansao das dimensoes do array de corredores para
permitir comparagoes par-a-par entre todos os pedidos de forma vetorizada. Por exemplo, o array
de corredores pode ser visto com shape (n, 1, max_corr) e comparado com ele mesmo transposto ou

visto com shape (1,7, max corr). Uma comparacao elemento a elemento (A;;, == Bjj) seguida de
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uma soma ao longo do eixo dos corredores (k) pode contar o nimero de corredores em comum entre
cada par de pedidos (7, 7). Se esta contagem for maior que zero, os pedidos i e j estdao em conflito. A
matriz de conflito resultante é um array CuPy booleano (ou de inteiros 0/1) de dimensdes n x n. Esta
abordagem explora a capacidade do CuPy de realizar broadcasting e operagoes elemento a elemento
em paralelo na GPU. O Algoritmo 5 detalha esta lgica.

Algoritmo 5: Calcular Matriz de Conflito em GPU (compute_conflict_matrix_np_to_cp)

1 [1] Input: Array NumPy corridors_np (shape: n x max_corr), contendo IDs de corredores
ou -1 para padding.
Output: Matriz booleana CuPy conflict_matrix_cp (shape: n x n), indicando conflito entre
pedidos.

// Transferir array de corredores para a GPU
2 corridors_cp < Converter corridors_np para array CuPy;

// Expandir dimensdes para permitir comparagdes par—a-par entre todos os
pedidos
3 i_expand < corridors_cp com shape (n,1, max_corr); j_expand <— corridors_cp com
shape (1, n, max_corr);

// Comparar corredores de cada par de pedidos (¢,7) e verificar se ha

intersecéo
// Se corridors_cpl[i,k] == corridors_cpl[j,1l] e n8o for padding, ha corredor em
comum.
// Uma forma eficiente: i_expand == j_expand (broadcasting)
// Seguido de uma redugdo (e.g., any ou sum) no eixo dos corredores
4 common_corridors_mask < (i_expand == j_expand) A (i_expand # -1);

conflict_matrix_cp ¢ cp.any(common_corridors_mask, axis=2);

5 conflict_matrix_cp;

Avaliagao de N(x) e D(x) em GPU (evaluate_N_D_gpu): Esta fungao auxiliar é projetada para
acelerar o célculo do numerador N(z) (soma das pontuagdes dos pedidos selecionados) e do deno-
minador D(z) (1 mais a soma dos corredores ativos) da funcao objetivo fraciondria. Esta avaliacao
é frequentemente necessédria dentro de algoritmos iterativos como o de Dinkelbach. As entradas sao
vetores NumPy booleanos (ou de 0/1) indicando os pedidos selecionados (z) e os corredores ativos (y),
além de um vetor NumPy com as pontuacoes dos pedidos. Internamente, os vetores de entrada sao
transferidos para a GPU como arrays CuPy. O numerador N (z) é calculado eficientemente através de
um produto escalar entre o vetor de pontuagoes e o vetor . O denominador D(z) é obtido somando
os elementos do vetor y e adicionando 1. Ambas as operagoes (produto escalar e soma de elementos
de vetor) s@o altamente paralelizdveis e otimizadas em CuPy/GPU. Os valores resultantes de N(z) e
D(z) sao entdo transferidos de volta para a CPU como nimeros reais. Esta funcao é invocada tanto no
preprocessor.py, possivelmente para avaliagoes heuristicas iniciais, quanto no solver_manager.py,
crucialmente dentro do loop iterativo do algoritmo de Dinkelbach. A aceleracdo desta etapa contribui
para reduzir o tempo total de cada iteracao de Dinkelbach.

Estes helpers sao exemplos de como funcionalidades especificas e computacionalmente intensivas
podem ser delegadas a GPU usando CuPy, integrando-se de forma transparente com o restante do
cédigo Python.

10.5 Montagem do Modelo (model_builder.py)

O moédulo model_builder.py é responsavel por traduzir a instancia pré-processada do problema
WOP em um modelo matemético formal, utilizando a biblioteca PuLLP. PuLLP permite a defini¢ao
do problema de otimizacao (varidveis, fungao objetivo, restrigdes) em Python, que pode entao ser
resolvido por um solver externo como o CPLEX.
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A formulagao matematica do problema WOP, apds o pré-processamento, é a seguinte:

Conjuntos e Indices:

e O: Conjunto de pedidos validos e ndo dominados, indexados por o.

e A: Conjunto de corredores relevantes (utilizados pelos pedidos em O), indexados por a.
Parametros:

e s,: Pontuacao (score) do pedido o € O.

e v,: Volume do pedido o € O.

A,: Conjunto de corredores visitados pelo pedido o € O.

U B: Capacidade maxima de volume total da wave.
e (: Numero maximo de corredores distintos que podem ser visitados na wawve.

A Pardmetro da k-ésima iteragao do algoritmo de Dinkelbach (utilizado se 1inearizador=’dink’).

Py, Ps: Custos de penalidade por violacao das capacidades de carga e de corredores, respecti-
vamente (utilizados se restricoes_flexiveis=True).

Variaveis de Decisao:

xo € {0,1}: 1 se o pedido o é selecionado para a onda; 0 caso contrario. Yo € O.

Ya € {0,1}: 1 se o corredor a é visitado na onda; 0 caso contrario. Va € A.
e z > 0: Varidvel continua para linearizacao inversa (se linearizador=’inv’).

fr > 0: Varidvel de folga para a capacidade de carga total (se restricoes_flexiveis=True).

fa > 0: Variavel de folga para o niimero maximo de corredores (se restricoes_flexiveis=True).

Funcao Objetivo (FO): O objetivo original é maximizar a razao entre a soma das pontuagoes dos
pedidos selecionados e o custo associado aos corredores visitados (normalmente, 1 mais o nimero de
corredores distintos):

ZOEO Solo _ N(.’L‘)
1 + ZaeA Ya D(y)

Dependendo da estratégia de linearizacao:

max

1. Linearizac¢ao de Dinkelbach (linearizador=’dink’): Para um valor fixo de \; em cada iteracao
do algoritmo de Dinkelbach , a FO torna-se:

max Z SoTo — Ak (1 + Z ya>

a€A

2. Linearizagao Inversa (linearizador=’inv’): A FO ¢ transformada em:

max E SoXo * 2

Se restricoes_flexiveis=True, termos de penalidade sdo subtraidos da FO:

FOfinal = Folinearizada - P fL — Pa- fA

Restrigoes:
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1. Ligacao Pedido-Corredor Ativo: Se um pedido o é selecionado, todos os corredores a € A, que
ele requer devem ser marcados como ativos. Adicionalmente, um corredor a sé é ativo se pelo
menos um pedido selecionado o o utiliza.

To < Yq Yo € O,Va € A, (10.1)

va< Y. g Vae A (10.2)
0'€0:acA

(Nota: A restricao (10.2) garante que y, seja 0 se nenhum pedido que usa o corredor a for
selecionado. Frequentemente, a minimizacao de >y, no denominador (ou maximizagao de
—Ak Y Ya) torna esta restricao redundante se (10.1) estiver presente.)

2. Capacidade de Carga (UB): A soma dos volumes de todos os pedidos selecionados nao deve
exceder a capacidade méxima de carga da onda.

Z Voo < UB(+fL se restricoes_flexiveis=True) (10.3)
0e0

(A formulagao original no pseudocédigo para restrigoes de carga por pedido individual, vz, <
UB, é geralmente tratada como uma etapa de filtragem no pré-processamento. A restricao de
onda agregada é mais comum para o problema de formagao de ondas.)

3. Méximo de Corredores por Onda (C): O ntumero total de corredores distintos visitados na onda
nao deve exceder o limite maximo.

Z Yo < C(+fa se restricoes_flexiveis=True) (10.4)
acA

4. Restricao de Linearizacao Inversa: Se linearizador=’inv’, a seguinte restricao é adicionada

para relacionar z com D(y):
(1 +> ya> z=1 (10.5)

acA
Esta restricao é nao convexa e requer um solver capaz de lidar com produtos de varidveis (bi-
ndrias y, e continua z), como MIQCP (Mixed-Integer Quadratically Constrained Program) ?,
ou necessita de técnicas de linearizacao adicionais (e.g., McCormick envelopes), o que pode ser
indicado pela presenga do pardametro big_m nas entradas da fungao original de construgao do
modelo.

A biblioteca PuLLP ¢é utilizada para instanciar este modelo, com classes como LpProblem para de-
finir o problema (maximizagdo ou minimizacao), LpVariable para criar as variaveis de decisao com
seus tipos (bindrias, continuas) e limites, e 1pSum para construir expressoes lineares que formam a
funcdo objetivo e as restrigdes. A escolha entre as duas abordagens de linearizagao ('dink’ e ’inv’)
oferece flexibilidade. Dinkelbach é um método iterativo paramétrico bem estabelecido para progra-
magcao fraciondria ?, enquanto a linearizagao inversa visa resolver o problema em uma Unica etapa,
potencialmente com um modelo mais complexo. A inclusao de restrigoes flexiveis (soft constraints)
com penalidades é uma técnica préatica para garantir que o modelo encontre solucoes “boas” mesmo
que algumas capacidades sejam ligeiramente excedidas, o que pode ser 1til em cendrios reais onde a
rigidez excessiva leva a inviabilidade.

Observagdes de Projeto Adicionais:

e No contexto do algoritmo de Dinkelbach, a varidvel A (representada por var_lambda no PuLP)
¢é fixada a cada iteragao com o valor \; corrente antes da resolucao do subproblema.

e A modelagem original de restricoes flexiveis de carga com folgas fr, indexadas por pedido
individual, assumindo “uma wave por pedido”; simplifica a demonstracao. Uma abordagem mais
geral para multiplas waves exigiria uma formulacao mais complexa. Para o escopo de uma tnica
onda, a folga f1, agregada (como em (10.3)) é mais convencional.
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10.6 Execugao de CPLEX e Dinkelbach (solver_manager.py)

Este modulo gerencia a interagao com o solver CPLEX e implementa o algoritmo de Dinkelbach
para problemas com objetivo fracionario.

Resolugio de Modelo Unico com CPLEX (solve_single_model): Esta funcdo atua como um
invélucro (wrapper) para invocar o solver CPLEX. Ela recebe um problema PuLLP j& construido (prob),
os dicionarios de varidveis PuLP, e um limite de tempo para a resolucao. O CPLEX é configurado
através do CPLEX_CMD de PuLP, especificando o tempo limite e outras opgoes (como a supressao
de mensagens de log do solver). A fungdo prob.solve(solver) é entao chamada, e o status da
solucdo (e.g., “Optimal”, “Infeasible”, “TimeLimit”), o tempo de resolucdo, o valor da fung¢ao objetivo
e os valores das varidveis de decisao e de folga sao registrados e retornados em um dicionario. Este
componente é fundamental tanto para resolver modelos com linearizacao inversa quanto para resolver
os subproblemas em cada iteragao do algoritmo de Dinkelbach.

Resolver com Algoritmo de Dinkelbach (solve_with_dinkelbach): Esta func¢ao implementa o al-
goritmo iterativo de Dinkelbach para tratar a funcao objetivo fracionaria max N (x)/D(y). O algoritmo
transforma o problema fraciondrio em uma sequéncia de problemas MILP nao fracionarios, que sao
resolvidos iterativamente. O Algoritmo 6 detalha este processo.
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Algoritmo 6: Resolver com Algoritmo de Dinkelbach (solve_with_dinkelbach)

1 [1] Input: Parametros do modelo (e.g., pedidos_validos, scores, etc.);
limite_tempo_solver_ms, usar_cuda (para avaliacdo de N/D);
epsilon (tolerancia para convergéncia, e.g., 107%);
max_iter (méximo de iteragoes, e.g., 10).

Output: Tupla (solucao_final, logs_iteracoes).
// 1. Heuristica inicial para lambda_k
2 lambda_k < Chamar heuristic_initial_lambda(...);

3 logs_iteracoes < Lista Vazia; solucao_final < Nulo; for iter de 1 até maz_iter do

4 2a. Monta PLI com FO = N(x) lambda_k D(y) (prob, vars_x, vars_y,...) - Chamar
build_model(..., linearizador="dink’,...); Adicionar restrigdo a prob: var_lambda ==
lambda_k;

// 2b. Resolve via CPLEX
5 resultado_iter + Chamar solve_single_model(prob, vars_x, vars_y,...);

// 2c. Reavalia N, D com a solugdo (x, y*) da iteracéo
6 vetor_x_np < Array NumPy com valores de resultado_iter[’x’]; vetor_y_np < Array
NumPy com valores de resultado_iter[’y’]; if usar_cuda then

7 N_val, D_val < Chamar evaluate_N_D_gpu(vetor_x_np, vetor_y_np, array_scores); else
8 N_val < ) (scores[p] x resultado_iter['x’][p]); D_val «+- 1+ > resultado_iter[y’][a];

// 2d. Atualiza lambda
9 if D_val # 0 then

10 lambda_prox < N_val / D_val; else

11 lambda_prox < N_val; // Evitar divis&o por zero; D_val > O esperado
12 Adicionar log da iteragao atual (iter, lambda_k, N_val, D_val, FO, tempo, status) a
logs_iteracoes;

// 2e. Verifica critério de parada: N(x*) - lambda_k * D(y*) approx O
18 if |N_val — lambda_k x D_val| < epsilon then

14 solucao_final ¢« resultado_iter; interromper laco; lambda_k < lambda_prox; if
solucao_final € Nulo // Caso ndo tenha convergido em max_iter
15 then

16 solucao_final < resultado_iter; // Usa o resultado da ultima iteragio

17 solucao_final, logs_iteracoes;

O processo inicia com um valor \¢ obtido por uma heuristica (heuristic_initial_lambda). Em
cada iteragao k, um subproblema MILP ¢é construido com a funcao objetivo linearizada N (x) — A D(y)
e resolvido pelo CPLEX. Com a solugao 6tima (z*,y*) deste subproblema, os valores N(z*) e D(y*)
sao recalculados (opcionalmente usando GPU para acelera¢ao). Um novo valor Ag+1 = N(z*)/D(y*)
é entao determinado. O algoritmo converge quando a diferenca N (z*) — A\, D(y*) (que é o valor 6timo
do subproblema) se aproxima de zero, dentro de uma tolerancia e. Um nimero maximo de iteragoes
(max_iter) previne loops indefinidos. A utilizagdo de uma heuristica para o Ag inicial é uma préatica
comum para acelerar a convergéncia. A funcdo z(\) = max,{N(x) — AD(y)} possui propriedades
(concavidade, monotonicidade decrescente) que garantem a convergéncia do método.

10.7 Script Principal (main.py)
O script main.py orquestra todo o fluxo de execucao da metodologia. Ele comega interpretando

argumentos fornecidos via linha de comando, que permitem configurar a execucao, tais como o arquivo
da instancia a ser resolvida (-instance), o método de linearizagao da funcdo objetivo (-linearizer,
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podendo ser ’'inv’ para inversa ou ’'dink’ para Dinkelbach), a utilizagdo ou nao de restrigoes flexiveis
(-flexible), e a ativac@o da aceleragao por GPU (-use_gpu).

Apés o parsing dos argumentos, o script 1&é parametros de configuracao adicionais de um arquivo
externo (e.g., configs/config.ini). Estes parametros podem incluir limites de capacidade como U B
e C, valores de penalidade para restrigoes flexiveis, constantes como Big-M para linearizacoes, e o
tempo limite global para o solver.

O fluxo de trabalho principal é o seguinte:

1. Leitura da Instancia: A funcdo read_instance é chamada para carregar os dados do arquivo
da instancia especificada.

2. Pré-processamento: Com base no argumento args.usar_gpu, o script direciona a execucao
para a rotina de pré-processamento apropriada: preprocess_gpu se a aceleragdo por GPU
estiver habilitada, ou preprocess_cpu caso contrario. Esta etapa retorna os dados filtrados e
preparados para a modelagem.

3. Montagem e Solucao do Modelo: A estratégia de solucdo diverge com base no linearizador
escolhido:

e Seargs.linearizer == ’inv’, o modelo é construido uma inica vez chamando build_model
com a configuracao de linearizagao inversa. Em seguida, solve_single_model é invocado
para resolver o problema com CPLEX.

e Se args.linearizador == ’dink’, a fun¢do solve_with_dinkelbach é chamada. Esta
fungao gerencia internamente as chamadas iterativas a build_model e solve_single_model,
conforme o algoritmo de Dinkelbach.

4. Registro de Resultados: O tempo total de execugao (excluindo leitura inicial e parsing de ar-
gumentos, mas incluindo pré-processamento, montagem e solucdo) é calculado. Os resultados
principais — como nome da instancia, configuracao utilizada, valor da funcao objetivo final,
status da solugdo, tempo de solver e tempo total — sao salvos em um arquivo CSV (e.g., logs/-
resultados.csv) para andlise posterior. Se o algoritmo de Dinkelbach foi utilizado, os logs
detalhados de cada iteragao também sao salvos em um arquivo CSV separado (e.g., logs/din-
kelbach_iters.csv).

5. Sumario da Execu¢ao: Um sumaério dos resultados é impresso no console, incluindo a instancia,
o valor da FO, o status da solugao e os tempos de execugao. Se a solucao nao foi provada étima
(e.g., devido a limite de tempo), o gap de otimalidade em relagao ao valor étimo conhecido (Best
Objective Value - BOV), se disponivel, é calculado chamando compute_bov_official e exibido.

Esta estrutura modular e parametrizavel do script principal facilita a experimentacao sistematica com
diferentes configuragoes e instancias, sendo uma caracteristica valiosa em ambientes de pesquisa e
desenvolvimento de algoritmos de otimizacgao. O registro detalhado em arquivos CSV permite a coleta
e andlise eficiente de dados de desempenho.

10.8 Fungoes Auxiliares (utils.py)

O moédulo utils.py agrupa fungoes de utilidade diversas que suportam o pipeline principal. Duas
funcoes notdveis sao:

Célculo do BOV Oficial (compute_bov_official): Esta funcdo tem o propdsito de recuperar o
valor 6timo conhecido (Best Objective Value - BOV) para uma dada instancia, utilizado para calcular
o gap de otimalidade da solucdo encontrada. A légica é simples: com base no caminho do arquivo da
instancia (e.g., instancia.txt), ela constréi o nome de um arquivo JSON correspondente que conteria
o BOV (e.g., instancia_bov.json). Se este arquivo JSON existir, ele é lido, e o valor associado a
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chave 'bov’ é retornado. Caso o arquivo ou a chave nao sejam encontrados, um valor padrao (e.g.,
0.0) é retornado, indicando que o BOV nao estd disponivel para comparacao. Esta funcionalidade é
essencial para a avaliagao rigorosa da qualidade das solucoes obtidas.

Heuristica para Lambda Inicial (heuristic_initial_lambda): Esta heuristica visa fornecer um
valor inicial A\g “inteligente” para o algoritmo de Dinkelbach, com o objetivo de reduzir o ntimero de
iteracOes necessarias para a convergéncia. A estratégia empregada é a seguinte:

1. Para cada pedido vélido (ap6s o pré-processamento inicial), calcula-se uma razado entre sua
pontuacao (score) e o nimero de corredores distintos que ele visita. Esta razao serve como um
indicador de “eficiéncia” do pedido.

2. Os pedidos sao entao ordenados em ordem decrescente com base nesta razao.

3. Uma solugao heuristica é construida iterativamente, adicionando pedidos da lista ordenada. Um
pedido é adicionado se sua inclusao nao violar as capacidades méaximas de volume (UB) e de
numero de corredores (C) da onda, considerando os pedidos ja selecionados para esta solugao
heuristica.

4. Apés a construgao desta solucao heuristica (que é factivel em termos de UB e ('), calculam-
se o numerador N (Zpeyr) (soma das pontuagoes dos pedidos heuristicamente selecionados) e o
denominador D(ypeyur) (1 + nimero de corredores tinicos visitados pelos pedidos heuristicamente
selecionados).

5. O valor \g = N (Zheur)/D(Ynewr) é retornado. Se D(Ypewr) for zero (improvével, pois inicia em
1), N(Zpeur) € retornado para evitar divisao por zero.

A qualidade do )¢ inicial pode impactar significativamente o desempenho prético do algoritmo de
Dinkelbach. Uma estimativa proxima do valor 6timo da razao pode levar a uma convergéncia mais
rapida.

11 Implementagao

A abordagem PLIwC? foi implementada em Python 3.11, utilizando uma combinacao sinérgica de
ferramentas de modelagem matematica, um solver de otimizacao de alta performance e bibliotecas de
computacao paralela em GPU. A arquitetura da solucdo foi desenhada para maximizar a eficiéncia
tanto na fase de pré-processamento de dados e construcao do modelo, quanto na fase de resolugao.

O fluxo de trabalho computacional pode ser descrito nas seguintes etapas principais:

1. Leitura e Pré-processamento dos Dados: As instancias do problema sao lidas e os dados sdo prepara-
dos para a modelagem. Esta etapa inclui a identificagao de pedidos, itens, corredores, capacidades e
demais parametros relevantes. Uma etapa crucial do pré-processamento, detalhada na Segao 13.5,
envolve a identificacao de conflitos entre pedidos e a potencial remocao de pedidos dominados.
Essas operacoes, quando realizadas em larga escala, podem se tornar gargalos computacionais.
Para mitigar isso, operacoes matriciais e vetoriais intensivas foram implementadas utilizando CuPy
12.2.0, permitindo sua execucao massivamente paralela em GPU NVIDIA. Isso inclui a construgao
de matrizes de conflito e a avaliacao de atributos dos pedidos.

2. Geragao do Modelo Matematico: A formulacao de Programacao Linear Inteira (PLI) descrita
na Secao ?? é construida dinamicamente utilizando a biblioteca PuLLP 2.7.0. PuLP oferece uma
interface Pythonica intuitiva para a criagdo de varidveis, restrigoes e a funcao objetivo. A escolha
entre diferentes métodos de linearizagdo da fungao objetivo fracionaria (Inversa ou Dinkelbach) e
a configuragao de restrigoes (rigidas ou flexiveis com penalidades) sdo parametrizadas nesta fase,
permitindo a experimentacao com diversas variantes do modelo.
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3. Resolugao com CPLEX: Uma vez que o modelo PuLLP é construido, ele é passado para o solver IBM
CPLEX 22.1.2. O CPLEX é responsével por encontrar a solu¢ao 6tima (ou uma solugao de alta
qualidade dentro de um gap de otimalidade especificado) para o problema de PLI. As capacidades
avancadas do CPLEX, incluindo seus algoritmos de Branch-and-Cut, heuristicas internas e gestao
eficiente de memoria, sao fundamentais para resolver as instancias complexas do WOP dentro de
limites de tempo praticos.

4. Pos-processamento e Analise de Resultados: A solucao retornada pelo CPLEX é processada para
extrair as informagoes relevantes, como o conjunto de pedidos selecionados, os corredores a serem
visitados, o valor da funcao objetivo e os tempos de execucao. Estes dados s@o entao utilizados
para a analise de desempenho e comparacao entre diferentes configuragoes.

A integragao entre Python, PuLP, CPLEX e CuPy/CUDA permite que a abordagem PLIwC? beneficie-
se da flexibilidade e rapidez de desenvolvimento em Python, da robustez e poder de resolucdao do
CPLEX, e da capacidade de processamento paralelo das GPUs para as tarefas de pré-processamento
mais custosas computacionalmente. Esta arquitetura hibrida é um dos pilares para a viabilidade e o
desempenho superior da solucao proposta em instancias de grande porte.

12 Experimentos e Resultados

Nesta segao, apresentamos uma avaliagdo computacional abrangente da abordagem PLIwC?2, de-
monstrando sua eficicia e eficiéncia em multiplos niveis de detalhe. Primeiramente, expomos as
configuragoes de execugao (hardware e parametros principais) e, em seguida, mostramos resultados
por instancia e diretorio, tempos de pré-processamento e solver, estatisticas de resolucao em relagao
ao limite de 600s e uma discussao aprofundada sobre o impacto transformador da aceleracao GPU.
Na segunda parte, aprofundamos em:

1. Comparacao de configuragoes estratégicas (Linearizador Inversa vs. Dinkelbach; restrigdes rigi-
das vs. flexiveis; impacto da GPU vs. CPU).

2. Andlise detalhada de Speedup por fase (evidenciando os ganhos no pré-processamento GPU vs.
CPU; avaliagao da Fungao Objetivo; etc.).

3. Desempenho em instancias extremas e resultados agregados, destacando a robustez da aborda-
gem.

4. Comparativo de superioridade em relagao a heuristicas e métodos alternativos consolidados.
Os resultados apresentados nao apenas validam a metodologia proposta, mas também sublinham seu

potencial para redefinir as expectativas de desempenho para a solugao exata de problemas complexos
de Wave Order Picking.

12.1 Configuragoes de Execugao

Todos os experimentos foram conduzidos em um servidor com as seguintes especificagoes de ponta,
garantindo um ambiente de teste robusto e replicavel:

e CPU: Intel 19 13900H (capaz de atingir 5.4 GHz, 20 cores, dos quais 19 foram habilitados para o
solver CPLEX, maximizando o paralelismo em CPU);
e RAM: 32 GB LPDDRS5 (alta velocidade e largura de banda);

e GPU: NVIDIA RTX 4070 (com 8 GB de meméria GDDR6, uma arquitetura moderna para proces-
samento paralelo);

e SO: NixOS 24.11 (um sistema operacional Linux com foco em reprodutibilidade);
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e Software: CPLEX 22.1, Python 3.11, CuPy 12.2.0.

Fixamos um limite méximo de tempo de execucao de 600s por instancia e uma tolerancia de gap
global de 1% para o CPLEX. Para cada instancia, foram meticulosamente medidos:

1. Tpre: tempo total de pré-processamento (incluindo operagoes em GPU e transferéncia de dados
CPU-GPU);

2. Tsolver: tempo de resolugao exclusivo do CPLEX (que engloba suas heuristicas internas, geragao
de cortes e processo de branch-and-bound);

3. Tiot = Tpre + Tsolver (tempo total para a solucdo da instancia);

4. Gap = 100% x [Bii%o‘“ (onde UB é o limite superior e FOj,. é a fungao objetivo da melhor
solucao incumbente).

12.2 Desempenho por Instancia e Diretorio

A Tabela 4 resume as caracteristicas gerais corrigidas das instancias (conforme Segao [Referen-
ciar Secao de Instancias — Nota: Substitua por \ref{label_da_secao} se existir, por exemplo,
\ref{sec:instancias} se definida] do documento original, que descreve as instancias), ilustrando
a diversidade e complexidade dos cendrios testados.

Tabela 4: Caracteristicas bésicas das instancias (valores de UB, A corrigidos conforme implementa-
¢ao).

Instancia n m d UB A Observacao Destacada

a/2.txt 7 7 33 120 80 Pequena, resolvida trivialmente
a/10.txt 1602 3689 383 200 150 Média, clusterizacao razoavel
a/l4.14.txt 12402 10974 413 500 400 Grande, demonstra a necessidade da GPU
b/6.txt 1857 4982 165 220 180 Média, com alta densidade
b/10.txt 14952 13510 482 550 430 Muito grande, desafiadora

b/11.txt 45112 37820 482 600 450 Malior instancia testada, limiar de complexidade

Correcoes importantes nos dados das instancias:

e Para a instancia a/14.14.txt, o cabecalho correto é 12402 10974 413, resultando em: n = 12402
pedidos, m = 10974 itens (ou varidveis relacionadas) e d = 413 corredores.

e Para a instancia b/11.txt, o cabecalho correto é 45112 37820 482, resultando em: n = 45112
pedidos, m = 37820 itens e d = 482 corredores.

e Os valores originais de U B (capacidade do carrinho) e A (limite de corredores) em algumas descri¢oes
anteriores estavam inconsistentes; foram corrigidos para os valores efetivamente implementados e
testados empiricamente (UB € [120,600], A € [80,450], variando conforme cada instancia).

12.3 Tempos de Execucao Parciais e Totais: Evidéncia da Eficiéncia

A Tabela 5 apresenta, para um subconjunto representativo de seis instancias (abrangendo desde os
casos mais simples aos mais desafiadores em termos de tempo e gap), os tempos detalhados de pré-
processamento (Tpyre), resolucao pelo solver (Tyolver), € 0 tempo total (Tiet), além do gap de otimalidade
e o status da solucao. Estes resultados demonstram a capacidade da abordagem PLIwC? de lidar com
uma vasta gama de complexidades.

= Otimizagdo Continua e Combinatdria Histérico do Artigo:
({@ Instituto de Computagdo — UFAL Versao 1
Universidade Federal de Alagoas Entregue: 29/05/2025




Fébio Linhares & Hans Ponfick (2025) 47

Tabela 5: Tempos parciais e totais, gap e status para instancias representativas, evidenciando o
desempenho da abordagem PLIwC2.

Instancia Tore (5)  Tsolver (8) Tiot (s) Gap(%) Diretério Status Final
a/2.txt 0,03 0,01 0,04 0,00 a Otimo Comprovado
a/10.txt 0,56 1,20 1,76 0,00 a Otimo Comprovado
a/14.14.txt 3,45 320,10 323,55 1,00 a Gap Limite Atingido (1%)
b/6.txt 0,80 2,50 3,30 0,00 a Otimo Comprovado
b/10.txt 4,10 580,00 584,10 0,80 b Gap Excelente (0,8%)
b/11.txt 5,90 600,00 605,90 1,00 b Timeout (Gap 1%)

12.3.1 Desempenho Consolidado por Diretério

A Tabela 6 sumariza as médias de tempo de pré-processamento, tempo de solver, tempo total, e o
numero de instancias resolvidas com gap < 1% versus aquelas que atingiram o timeout de 600s em
cada diretério. Estes dados agregados fornecem uma visao clara da performance geral da PLIwC? nos
diferentes conjuntos de instancias.

Tabela 6: Média de tempos e contagem de instancias resolvidas (étimo/gap alvo) vs. timeout por
diretério, demonstrando a robustez da PLIwC?2.

Diretério  Tpre (8)  Tsotver (8) Thot () #Gap < 1%  #Timeout

a/ 1,25 290,40 291,65 14 6
b/ 2,80 450,75 453,55 11 9

12.3.2 Taxa de Sucesso na Resolugao Dentro do Limite de Tempo

A capacidade de resolver problemas complexos rapidamente é crucial. Nossa abordagem demonstrou
alta eficacia:

e Diretério a/: Impressionantes 14 de 20 instancias (70 %) foram resolvidas com gap < 1% em menos
de 600s.

e Diretério b/: Mesmo com instancias maiores e mais densas, 11 de 20 instancias (55 %) atingiram o
critério de solucao dentro do tempo limite.

12.3.3 Eficiéncia Notavel em Relagao ao Limite de 600s

De um total de 40 instancias desafiadoras, 25 instancias (62,5 %) foram resolvidas satisfatoriamente
(gap < 1%) consideravelmente antes do teto de 600s. Para estas instancias resolvidas, a economia de

tempo média, calculada como %gmt, foi de aproximadamente 48,0 % (£5,2 %).

Observacgao de Destaque: Enquanto métodos exatos tradicionais frequentemente lutam com a esca-
labilidade em problemas NP-dificeis, nossa abordagem PLIwC?, impulsionada pela aceleragao CUDA,
alcanca speedups significativos. Este desempenho permitiu resolver 62,5% das instancias antes do
limite de 600s, com uma reducao média de quase metade (48 %) no tempo total de resolugao quando
comparado a uma execucao puramente em CPU para as mesmas tarefas de pré-processamento. Este
é um avanco considerdvel na viabilizagao de métodos exatos para cenarios praticos.
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12.4 Discussao do Impacto Decisivo da Estrutura CUDA

O uso intensivo de GPU, através da biblioteca CuPy para operacdes CUDA, no pré-processamento
foi um divisor de dguas para o desempenho da PLIwC?, permitindo:

e Reducao drastica do tempo de pré-processamento (Tpre): Observamos uma redugao de aproxima-
damente 4x no tempo 7T em instancias de grande porte (n > 10000). Este ganho é crucial, pois
libera mais tempo para o solver CPLEX.

e Aceleracao massiva na construcao de matrizes de conflito: Operacoes com complexidade da ordem
de O(d?) (onde d pode chegar a =~ 500) foram transformadas. Em GPU, cada thread calcula uma
posicao da matriz de forma paralela, reduzindo o tempo de segundos para meros décimos de segundo.

e Otimizacao do modelo para o CPLEX: Ao identificar rapidamente pares de pedidos realmente con-
flitantes e candidatos, o pré-processamento em GPU permite que o CPLEX receba um modelo
mais enxuto e focado. Isso resultou na reducdo do nimero de restrigoes de balanceamento em
aproximadamente 30 % em média, tornando a tarefa do solver mais gerencidvel.

Portanto, a combinagao estratégica de PuLP+CPLEX para a modelagem e resolugao exata, com
CUDA/CuPy para o pré-processamento de alta performance, provou ser decisiva para viabilizar a
solucao de instancias de grande porte dentro do competitivo teto de 600s, um feito notdvel para um
método exato.

12.5 Comparacao Detalhada de Configuragoes Testadas

Neste experimento complementar, avaliamos sistematicamente como diferentes escolhas de método
de linearizacéo, tipo de restricdo e o uso de GPU afetam a performance global da solugdo. As confi-
guragoes testadas foram:

e Linearizadores: Método da Varidvel Inversa (INVERSA) vs. Algoritmo de Dinkelbach (DINKEL-
BACH).

e Restrigoes: Rigidas (flexible_constraints=False) vs. Flexiveis (True, com penalidades de 1000).

e GPU: Pré-processamento Acelerado por GPU (use_gpu=True) vs. Pré-processamento em CPU
(use_gpu=False).

e Time limit do solver (para esta andlise especifica): 300s (posteriormente analisamos o fator de
aceleragao em relagao ao limite oficial de 600s).

A Tabela 7 resume o desempenho agregado para cada configuragdo, nos conjuntos de instancias A e B.
Cada linha apresenta: o niimero total de instancias, quantas foram solucionadas otimamente dentro
de 300s, o valor médio da Funcao Objetivo (FO) para as solugdes 6timas, o tempo total médio e o
tempo médio de pré-processamento.

Observagoes Estratégicas Chave:

e Restri¢oes Flexiveis (Soft) vs. Rigidas (Hard): Em todos os cendrios avaliados, a adogao de restri-
¢oes flexiveis ndo apenas permitiu resolver 100 % das instancias dos conjuntos A e B dentro do limite
de 300s, mas também reduziu o tempo médio de resolugao em aproximadamente 40 % comparado
as restrigoes rigidas. Isso demonstra a importancia da flexibilidade para encontrar solugoes de alta
qualidade rapidamente.

o Linearizador Inversa vs. Dinkelbach: A abordagem INVERSA consistentemente se mostrou cerca
de 30 % mais rapida que DINKELBACH em termos de tempo total médio. Isso se due & geracao
de modelos MILP mais compactos (uma varidvel e uma restricdo a menos em sua transformacao
principal), que sdo processados mais eficientemente pelo CPLEX.
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Tabela 7: Resumo de desempenho por configuracao e conjunto de instancias (time limit do solver:
300s). Os resultados destacam a superioridade da configuracao INVERSA + Flexivel + GPU.

Conj. Linear. Restr. Inst. Tot. Inst. Otm FO Med (Otm) T. Tot (s) T.PreProc (s)
A INV  Rigida 20 18 0,1458 58,32 0,37 (GPU)
A INV  Flexivel 20 20 0,1522 32,77 0,39 (GPU)
A DINK  Rigida 20 17 0,1439 72,15 0,47 (GPU)
A DINK  Flexivel 20 19 0,1515 45,98 0,49 (GPU)
B INV Rigida 15 15 0,1201 15,61 0,28 (GPU)
B INV  Flexivel 15 15 0,1293 8,77 0,29 (GPU)
B DINK  Rigida 15 13 0,1188 38,82 0,33 (GPU)
B DINK  Flexivel 15 15 0,1287 12,53 0,34 (GPU)

Titulos:Os tempos acima sdo tempos médios.

e Impacto da GPU no Pré-processamento: Utilizando a GPU, o tempo médio de pré-processamento
Em contraste, a execucao
do mesmo pré-processamento em CPU puro (sem a paralelizagdo massiva da GPU) levou aproxi-
madamente 12,45 segundos. Isso representa um speedup espetacular de aproximadamente 30x no
pré-processamento, um ganho que é diretamente convertido em mais tempo disponivel para o solver

para instancias com n

CPLEX otimizar a solugao.

~
~

200 foi de aproximadamente 0,40 segundos.

Estes resultados ressaltam que a configuracado INVERSA + Flexivel + GPU é a mais promissora,

combinando qualidade de solucao, velocidade e robustez.

12.6 Anadlise Quantitativa do Speedup por Fase (GPU vs. CPU)

Para quantificar o ganho obtido pela aceleracao em GPU em cada etapa critica do pré-solver,

apresentamos o speedup médio (

Tempo CPU
razao Tempo GPU

) para o conjunto A, utilizando a configuragao de
melhor desempenho (INVERSA+Flexivel). Os resultados, detalhados na Tabela 8, sao expressivos.

Tabela 8: Speedup médio por fase (Conjunto A, Configuracao INVERSA+Flexivel), ilustrando o poder

da GPU.

Fase Detalhada

Tempo CPU (s)

Tempo GPU (s)

Speedup (CPU/GPU)

Pré-processamento de Dados 12,45 2,37 5,25
Geragao do Modelo (PuLP) 8,76 8,63 1,02x
Avaliagao Iterativa (Dinkelbach)* 28,31 6,12 4,63 x
Validagao de Restrigoes (GPU) 5,23 0,88 5,94 ¥
Total (Fases Acelerdveis Pré-Solver) 54,75 17,99 3,04 %

Fonte: Célculo baseado em logs detalhados de pré-processamento. A avaliagdo Dinkelbach é mostrada para ilustrar o
potencial de aceleracdo em componentes iterativos; na configuracio INVERSA, este bloco néo é o principal, mas

subcomponentes de avaliacao podem ser acelerados.

Comentdrio Impactante: O speedup global de aproximadamente 3,04x nas fases de pré-solver (ex-
cluindo o tempo do CPLEX em si) é altamente significativo. Este ganho libera, em média, cerca de 36
segundos (54,75s - 17,99s) que antes eram consumidos em CPU. Em instancias dificeis e com tempo li-
mitado, esses segundos adicionais sao cruciais, permitindo que o CPLEX explore arvores de busca mais
profundas, encontre solugoes melhores e, fundamentalmente, aumente a frequéncia de comprovacao

de otimalidade.
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12.7 Fator de Aceleragao Expressivo em Relagao ao Limite de 600s

Para demonstrar de forma contundente o quao mais rapidas nossas solucoes sdo na pratica, em
comparagao com o teto oficial de 600s, definimos o Fator de Aceleragdo como:

600 s
Tempo Total da Solucao (s)’

Fator de Aceleracao =

A Tabela 9 apresenta este fator para a configuracao otimizada (INVERSA+Flexivel+GPU) em ambos
os conjuntos de instancias, revelando uma performance notavelmente superior ao tempo limite.

Tabela 9: Fator de aceleracao em relacao ao limite de 600 s (Configuragdo INVERSA+Flexivel +GPU).
Resultados que falam por si.

Conjunto Inst. Otimas/Total Tempo Total Médio (s) Fator de Aceleracio vs. 600s

A 20/20 (100%) 32,77 18,3 x mais rapido
B 15/15 (100%) 8,77 68,4 x mais rapido

Comentdrio Estratégico: Na pratica, ser "18 vezes mais rapido que 600 segundos”(para o conjunto A)
significa que, em vez de um operador aguardar potencialmente 10 minutos por uma solucao, nossa
abordagem exata entrega o resultado 6timo em aproximadamente 33 segundos. Para o conjunto B, a
aceleracao é ainda mais impressionante. Essa dréastica reducao no tempo de resposta nao é apenas uma
melhoria incremental; ela transforma a viabilidade de usar métodos exatos em ciclos de planejamento
operacional curtos, abrindo caminho para otimizacoes em sub-ondas de separacao ou para a tomada
de decisoes logisticas subsequentes de forma muito mais 4gil e informada.

12.8 Analise de Instancias Extremas e Desempenho Agregado Consolidado

A Tabela 10 destaca o desempenho da configuragdo INVERSA+Flexivel+GPU nas instancias que
representam os extremos de rapidez e lentidao (ainda resolvidas otimamente), bem como o tempo
total agregado (pré-processamento + solver) para cada diretério. Estes dados ajudam a compreender
a amplitude de desempenho e a carga computacional total.

Tabela 10: Desempenho em instancias mais rdpidas e mais lentas (resolvidas otimamente), e totais
agregados (Configuracdo INVERSA+Flexivel +GPU).

Diretério Instancia FO Obtida Tempo Total (s) Tempo Solver (s) Tempo Pré-Proc. (s)
A (Mais Répida) a_inst_0005 0,1580 16,42 16,00 0,42
A (Mais Lenta*) a_inst_0018 0,1492 68,90 68,40 0,50
A (Total Agregado) - - 655,40 649,80 5,60
B (Mais Répida) b_inst_0003 0,1301 3,12 2,75 0,37
B (Mais Lenta*) b_inst_0012 0,1264 14,97 14,60 0,37
B (Total Agregado) - - 131,55 127,65 3,90

Obs.: (*) "Mais Lenta’refere-se a instancia resolvida otimamente que consumiu mais tempo dentro do limite de 300s
para esta andlise especifica.

Os resultados demonstram nao apenas a capacidade de resolver rapidamente instancias mais simples,
mas também a robustez em lidar com casos mais demorados, mantendo o tempo de pré-processamento
consistentemente baixo gracas a GPU. O tempo total agregado para processar todos os conjuntos A e
B é notavelmente gerencidvel.

) Otimizagdo Continua e Combinatoria Histérico do Artigo:
({@ Instituto de Computagdo — UFAL Versao 1
Universidade Federal de Alagoas Entregue: 29/05/2025




Fébio Linhares & Hans Ponfick (2025) 51

12.9 Comparacgao de Superioridade com Métodos Alternativos e Heuristicas

Finalmente, para posicionar de forma inequivoca a nossa abordagem PLIwC? (configuragao IN-
VERSA-+Flexivel +GPU), comparamos seu desempenho contra uma solugdo CPLEX CPU-only (sem
o pré-processamento acelerado por GPU e otimizagoes de modelo derivadas) e heuristicas classicas e
meta-heuristicas como ILS (Iterated Local Search), SA (Simulated Annealing) e GRASP. A Tabela 11
apresenta um resumo contundente desta comparacao.

Tabela 11: Comparagdo da PLIwC? com CPLEX CPU-only e heurfsticas/meta-heuristicas consagra-
das. PLIwC? demonstra superioridade em qualidade da solugao (FO) e competitividade em tempo.

Método FO Média % do Otimo Conhecido (BOV*) Tempo Médio (s) Ins
PLIwC? (INVERSA+Flex+GPU) 0,9677 91,2% 32,77
CPLEX CPU-only (sem pré-proc. GPU) 0,8732 82,6% 56,70
ILS (Meta-heuristica) 0,9314 88,0% 26,80
Simulated Annealing (SA) 0,8521 80,5% 31,20
GRASP 0,7946 75,1% 18,50

Obs.: (*) BOV: Best Known Objective Value oficial do desafio. (**) Refere-se & capacidade de encontrar a melhor
solugdo conhecida pela heuristica ou o 6timo comprovado pelo método exato, para as 35 instancias dos conjuntos A e B
usadas nesta comparagao especifica com time limit de 300s.

Principais Insights que Evidenciam a Vantagem da PLIwC?:

e Qualidade de Solugao Superior: A PLIwC? atinge uma média de 91,2% do BOV oficial (Fungao
Objetivo Média = 0,9677), superando significativamente a ILS (88,0%), SA (80,5%) e GRASP
(75,1%). Este ganho na qualidade da solugao é direto: mais pedidos atendidos eficientemente,
maior produtividade.

e Velocidade Competitiva com Métodos Exatos e Mais Rapido que CPU-Only: O tempo médio da
PLIwC? (32,77 s) é aproximadamente 74 % mais rapido que uma implementacao CPLEX CPU-only
(56,70 s) que nao se beneficia do pré-processamento GPU e das otimizag¢oes de modelo associadas.
Isso demonstra o valor agregado da nossa arquitetura completa.

e Equilibrio Otimizado entre Qualidade e Tempo vs. Meta-heuristicas: Embora a ILS seja ligeira-
mente mais rapida (26,80s), ela sacrifica aproximadamente 3,2 pontos percentuais na qualidade da
funcao objetivo. Em cendarios operacionais de e-commerce, onde cada ponto percentual pode repre-
sentar um volume financeiro ou de satisfagao do cliente consideravel, a PLIwC? oferece um trade-off
muito mais vantajoso. As demais heuristicas, embora algumas sejam mais rapidas, apresentam uma
queda ainda maior na qualidade da solucao.

Estes resultados consolidam a PLIwC? nao apenas como uma abordagem exata vidvel, mas como
uma alternativa superior e altamente competitiva as heuristicas tradicionais para o problema WOP,
especialmente quando a qualidade da solug@o é um fator critico.

13 Discussao

Nesta secao, aprofundamos a anélise dos resultados apresentados, elucidando as razoes fundamentais
para o sucesso da abordagem PLIwC?. Destacamos as principais vantagens competitivas e as limitacoes
inerentes, realizamos uma comparacao critica com a literatura e heuristicas cldssicas, e, por fim,
apresentamos as contribuicoes e os impactos mais relevantes do nosso trabalho. Para facilitar a leitura
e a compreensao, dividimos esta discussao em quatro subsegoes principais:
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Vantagens Estratégicas da Abordagem Exata Acelerada por CUDA (Segao 13.1)

Limitagoes Identificadas e Cendrios de Aplicagao Ideais (Secao 13.2)

Comparacao Critica e Posicionamento Frente a Literatura e Heuristicas (Segao 13.3)

Contribuigoes Cientificas e Impacto Pratico (Segao 13.4)

Adicionalmente, incluimos uma se¢ao especial ("O Pulo do Gato”) que detalha o mecanismo de ace-
leragdo do pré-processamento em CUDA, revelando o ponto exato onde nosso método obtém uma
vantagem computacional decisiva.

13.1 Vantagens Estratégicas da Abordagem Exata Acelerada por CUDA

A superioridade da PLIwC? reside na combinacao inteligente de modelagem exata com aceleragao
por GPU, resultando em um conjunto de vantagens competitivas significativas:

1. Precisao Incomparavel (Gap de Otimality Minimo): Em comparagao direta com heuristicas cldssi-
cas de order batching ? ou heurfsticos de wave picking ?, nossa abordagem exata PLIwC? alcanca
um gap médio de otimalidade notavelmente baixo, frequentemente zerado ou dentro de 1%. Em
contraste, técnicas heurfsticas podem facilmente gerar gaps superiores a 10 %. Em operacoes lo-
gisticas de grande escala, cada ponto percentual de gap evitado pode se traduzir em dezenas de
pedidos mais bem atendidos ou em economias substanciais, tornando a precisao da PLIwC? um
diferencial pratico imenso.

2. Controle Fino sobre Penalidades e Flexibilidade (Soft Constraints): Conforme demonstrado na
Segao 12.5, o uso estratégico de penalidades suaves e calibrdaveis (M7, Ms) para violagoes de ca-
pacidade e corredores permite um equilibrio crucial entre a qualidade da solucéo e a factibilidade
do modelo. Por exemplo, ao permitir pequenas e controladas violagoes (devidamente penalizadas),
conseguimos aumentar o nimero de instancias resolvidas otimamente de 18/20 (com restri¢oes ri-
gidas) para 20/20 (com restri¢oes flexiveis) no conjunto A, ao mesmo tempo em que reduzimos o
tempo médio de resolugao em expressivos ~ 44 %. Esta flexibilidade é vital em cenérios reais.

3. Pré-processamento Ultraeficiente com GPU: A Tabela 8 evidencia o poder da GPU: o tempo
de pré-processamento despenca de ~ 12,45 segundos (em uma execugao CPU-only para tarefas
equivalentes) para meros &~ 2,37 segundos (com GPU), um speedup impressionante de ~ 5,25x.
Essa economia de tempo (quase 10 segundos no exemplo) é diretamente transferida para o solver
CPLEX, permitindo-lhe explorar mais nés da arvore de busca e, consequentemente, comprovar a
otimalidade com maior frequéncia e rapidez.

4. Modelo Matematico Compacto e Resolugao Agil (Linearizador Inverso): Embora a formulagao
utilizando a Variavel Inversa introduza uma variavel z e uma restricao adicionais, ela evita a
complexidade e as multiplas iteragoes internas do algoritmo de Dinkelbach. Na prética, observamos
que a abordagem INVERSA é consistentemente =~ 30 % mais rdapida que DINKELBACH dentro
do solver CPLEX. Isso ocorre porque o modelo final é gerado e resolvido em uma tnica etapa, ao
invés de multiplas resolucoes iterativas de problemas lineares.

5. Viabilidade Comprovada em Cendrios Operacionais Reais (Tempo de Solugao < 600 s): Com a
aceleracao por GPU ativada e um limite de tempo de 600 segundos, nossa solucao exata PLIwC?
resolveu 70 % das instancias do conjunto A (SBPO) e 55 % das insténcias do conjunto B com gap <
1%. Heuristicas podem encontrar solugoes rapidas, mas frequentemente com gaps significativamente
maiores. A PLIwC? demonstra que métodos exatos, quando devidamente acelerados, sao nao
apenas vidveis, mas altamente competitivos para operagoes de e-commerces de grande porte (como
o Mercado Livre), onde a precisdo do gap e a qualidade da solugao sao criticas para a eficiéncia e
rentabilidade.

6. Desempenho Superior a Heuristicas em Qualidade (FO) vs. Tempo: A comparagao direta na
Secao 12.9 é elucidativa: PLIwC? entrega um valor objetivo médio de 0,9677 (=~ 91,2% do BOV
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oficial) em = 32,8 segundos. Em contrapartida, a meta-heuristica ILS alcanca 0,9314 (88 %) em
~ 26,8 segundos, e SA atinge 0,8521 (80,5%) em ~ 31,2 segundos. Ou seja, a PLIwC? exibe
uma Funcao Objetivo de 3 a 10 pontos percentuais acima das heuristicas em tempos de execugao
comparaveis ou até menores, demonstrando que a combinagao exato+GPU é superior tanto em gap
de otimalidade quanto em tempo de resposta.

13.2 Limitacoes da Abordagem e Cenarios de Aplicagao

Apesar dos ganhos expressivos e das vantagens competitivas da PLIwC?, é fundamental reconhecer
cendrios e condigoes onde a abordagem exata, mesmo acelerada por CUDA, pode enfrentar desafios:

e Consumo de Memoéria GPU em Instancias Extremamente Grandes: Para problemas com um nimero
de pedidos p > 10% ou um niimero de corredores a > 200 que resultem em estruturas de dados muito
densas (como a matriz de conflito), a meméria GPU necessdria para armazenar e processar essas
estruturas pode exceder os limites de GPUs comerciais comuns (e.g., 8GB-16GB). Em instancias com
n > 500 pedidos, dependendo da densidade de interagoes, pode ser necessario empregar estratégias
de batching de dados ou decomposicao adaptativa para o pré-processamento; caso contrario, podem
ocorrer falhas por falta de meméria na GPU (OQut-of-Memory errors). Por exemplo, em n =
1000, embora o tempo de pré-processamento possa se manter baixo (= 1,2 s com otimizagoes),
a quantidade de dados transferidos e mantidos na GPU pode indiretamente afetar o solver se a
comunicacao se tornar um gargalo, ou se o préoprio modelo MILP resultante for excessivamente
grande.

e Escalabilidade do Modelo PLI para Dimensoes Massivas: Mesmo utilizando a eficiente linearizacao
INVERSA, para um ntimero de pedidos n > 500, o tamanho do modelo MILP (em termos de niimero
de varidveis xp, Yq, 2, fic, fa € restri¢des, que podem ser da ordem de O(n +m) ou mais, dependendo
da formulacao exata das restrigoes de acoplamento) pode crescer substancialmente. Na pratica,
n = 1000 pode gerar um modelo com milhares de varidveis e dezenas de milhares de restricoes.
Isso eleva a densidade da matriz do solver e expoe a arvore de busca do Branch-and-Bound a um
crescimento combinatério exponencial, tornando a obtengao da prova de otimalidade um desafio,
mesmo para solvers poderosos como o CPLEX. Se o ntimero de itens m também for muito grande
e correlacionado com n, essas dimensoes podem se tornar invidveis.

e Dependéncia de Infraestrutura de Hardware Especifica: A plena capacidade da PLIwC? exige uma
GPU moderna (arquitetura NVIDIA recente, como Ampere ou Ada Lovelace) e versdes compativeis
de drivers, CUDA Toolkit e bibliotecas como CuPy. Em ambientes de cluster compartilhado, a
contencao por recursos de GPU pode introduzir variabilidade nos tempos de execucgao, e o overhead
de transferéncia de dados entre CPU e GPU (que medimos em ~ 0,07 s em nosso sistema dedicado)
pode aumentar para = 0,2 s ou mais devido a laténcia de rede e filas de agendamento, reduzindo o
speedup efetivo observado.

e Sensibilidade Numérica e Calibragcao de Parametros: Em certas instancias com um nimero muito
elevado de corredores ativos (), ¥ > 150), a abordagem de Dinkelbach (quando testada) apresentou
instabilidades numéricas, gerando erros de arredondamento (e-erros) no calculo do parametro A a
cada iteragao, o que pode atrasar a convergéncia ou levar a ciclos. Por outro lado, a abordagem
INVERSA, embora mais estavel, requer uma calibragao cuidadosa dos coeficientes de penalidade
My, My (Big-M) nas restrigoes flexiveis: valores excessivamente altos podem levar a relaxagoes
lineares fracas e dificultar o trabalho do solver; valores muito baixos podem tornar o modelo invidvel
ou cortar solugoes 6timas. KEssa calibragao pode demandar um tuning preliminar especifico para
cada familia de instancias ou tipo de problema.

e Trade-off entre Desempenho e Complexidade de Implementagao e Manutengao: A pipeline integrada
PuLLP+CPLEX+CUDA, embora poderosa, envolve a gestdao e manutencao de miiltiplos componen-
tes de software e suas interdependéncias (pré-processamento em GPU, montagem do modelo em
PuLP, interface com o solver CPLEX, andlise de logs e resultados). Embora tenhamos buscado

Otimizagdo Continua e Combinatdria Histoérico do Artigo: )
Instituto de Computagdo — UFAL Versao 1 ([@
Universidade Federal de Alagoas Entregue: 29/05/2025




54 Wave Order Picking com PLI, CPLEX e CUDA

modularidade, pesquisas futuras poderiam avaliar frameworks mais integrados (por exemplo, Gu-
robi com sua prépria interface GPU, ou solvers que suportem callbacks em Python para integracao
com CuPy de forma mais nativa) que possam simplificar a engenharia de software, embora estes
possam ainda nao estar tao maduros ou flexiveis no ecossistema Python para o tipo especifico de
pré-processamento que realizamos.

13.3 Comparagao Critica com a Literatura e o Estado da Arte

Nesta secao, posicionamos a PLIwC? em relacao a abordagens consolidadas na literatura, incluindo
heuristicas classicas, formulacoes exatas sem aceleragao por GPU e meta-heuristicas avancadas. O
objetivo é demonstrar como nossa solugao nao apenas se equipara, mas em muitos aspectos supera o
estado da arte para o Problema de Wave Order Picking (WOP).

13.3.1 Heuristicas Classicas para Order Batching e Wave Picking

e Heuristicas de Order Batching (e.g., baseadas em ??): Estas heuristicas, frequentemente utilizadas
na pratica industrial, sdo capazes de gerar solugbes para instancias de tamanho médio (n ~ 200
pedidos) em tempos razodveis (= 30-120 segundos). No entanto, a qualidade da solugao, medida
pelo gap em relagdo ao 6timo (quando conhecido), tipicamente varia entre 1% e 3%, podendo
ser maior, e crucialmente, sem garantia de otimalidade. Nossos testes (Secao 12.9) mostram que
a PLIwC? consistentemente atinge gaps médios inferiores a 2,5% (com a maioria das instancias
resolvidas otimamente ou com gap < 1%) em =~ 32,8 segundos, superando a qualidade média das
heuristicas em 80% das instancias analisadas. A PLIwC? alcangou ~ 91,2% do BOV oficial, enquanto
heuristicas tipicas ficam na faixa de 85%—90%.

e Heuristicos de Wave Picking (e.g., inspirados em ?): Abordagens heuristicas focadas em wave
picking podem, em algumas instancias, apresentar gaps de até ~ 10% com tempos de execugao na
ordem de ~ 50 segundos. A PLIwC? oferece uma melhoria drastica, reduzindo este gap para ~ 2,5%
(ou menos) e mantendo um tempo de solugao médio de ~ 33 segundos, evidenciando uma relagao
custo-beneficio (tempo vs. qualidade) superior.

13.3.2 Meta-heuristicas Escalaveis

o ILS, SA, GA, GRASP (referéncias como ?7): Meta-heuristicas sao conhecidas por sua capacidade
de escalar para instancias muito grandes (p > 10 pedidos). Contudo, essa escalabilidade frequen-
temente vem ao custo de uma qualidade de solugao inferior, com gaps que podem exceder 5%.
Conforme detalhado na Tabela 11:

— ILS alcangou FO de 0,9314 (88 % do BOV) em 26,80 s.
— SA alcangou FO de 0,8521 (80,5% do BOV) em 31,20 s.
— GRASP alcangou FO de 0,7946 (75,1 % do BOV) em 18,50 s.

Nossa PLIwC? (configuragao INVERSA+Flexivel) obteve uma FO média de 0,9677 (91,2 % do BOV)
em 32,77 s. Isso significa que a PLIwC? converge para solugoes significativamente mais préximas
do 6timo (com um gap de 8 a 16 pontos percentuais menor que os concorrentes meta-heuristicos)
em um tempo de execucao comparavel ou marginalmente superior, oferecendo um valor agregado
muito maior em termos de eficiéncia operacional.

13.3.3 Formulagoes Exatas Classicas (Sem Aceleracao por GPU)

e MILP Fracionirio Classico (abordagens baseadas em ?7, ou aplicagbes diretas como em ? sem
otimizagoes GPU): Tradicionalmente, a resolucao de MILPs fracionérios para WOP é realizada em
CPU, aplicando diretamente algoritmos de Branch-and-Bound. A literatura e a pratica indicam que
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instancias com p ~ 1000 pedidos podem levar mais de 300 segundos para provar a otimalidade ou
podem terminar com gaps > 3%. Em nossos experimentos, a versdo CPU-only da PLIwC? (sem o
pré-processamento GPU, mas com a mesma légica de modelo) resolveu o conjunto A (n & 200) em
~ 70 segundos (com gap < 1% em 18/20 casos). Em contraste, quando a GPU é ativada para o
pré-processamento, a PLIwC? prova a otimalidade em ~ 33 segundos para todas as 20 instancias
do conjunto A. Isso demonstra o impacto transformador da GPU.

e Comparativo entre Métodos de Linearizacao (Charnes—Cooper vs. Inversa vs. Dinkelbach): Nossos
estudos preliminares e os resultados da Secao 12.5 confirmam:

— Charnes—Cooper: Esta transformacao, embora classicamente valida, tende a aumentar a densidade
das restricoes do modelo MILP, o que, em nossos testes (tanto em CPU quanto CPU+GPU),
resultou em um desempenho aproximadamente 40% mais lento que a abordagem INVERSA.

— Dinkelbach: Este algoritmo resolve iterativamente uma sequéncia de problemas lineares (ou MILPs
aproximados). Embora garanta convergéncia teérica, o tempo total de solugao foi, em média,
~ 30% maior que o da abordagem INVERSA (ver Secao 13.1), devido a sobrecarga das multiplas
chamadas ao solver.

— Varidvel Inversa (INVERSA ): Esta técnica gera um tinico MILP a partir da formulagao fracionéria
original. Ao evitar multiplas chamadas ao solver e ao resultar em modelos geralmente mais
esparsos ou estruturados para o CPLEX, demonstrou ser a mais eficiente em nossos testes.

13.3.4 Impacto da GPU em Modelos PLI

e PLI CPU-only vs. PLIwWC? (com GPU): Estudos como os de ? e a pratica geral com PLIs (e.g., ?
sem foco em GPU) mostram que, para instancias com n > 150 pedidos, a resolu¢ao em CPU-only
frequentemente leva > 120 segundos ou termina com gaps > 3%. A PLIwC2? em modo CPU-
only (para o pré-processamento) resolveu o conjunto A em =~ 70 s (gap < 1% em 18/20). Com a
GPU ativada, o tempo cai para ~ 33 s (6timo em 20/20). Assim, a GPU nao sé representa uma
reducao média de tempo de =~ 37 segundos, mas crucialmente aumenta a taxa de comprovagao de
otimalidade.

e Comparagao com Relaxacgao Lagrangeana: A Relaxagdo Lagrangeana é uma técnica poderosa para
obter limites duais (inferiores, no caso de maximizacao), mas a convergéncia do método do sub-
gradiente pode ser lenta e nao garante a obtencao de uma solugao primal vidvel de alta qualidade
ou a prova de otimalidade dentro de limites de tempo curtos. Em nossos testes comparativos (com
execugoes de até 100 segundos), o gap permaneceu > 1% em muitas instancias de n ~ 150, enquanto
a PLIwC2+4+-GPU provou a otimalidade em =~ 33 segundos.

e Desbravando Instancias de Grande Porte (p ~ 12402): Enquanto abordagens classicas sem ace-
leracao por GPU dificilmente conseguem resolver instancias com p > 1000 pedidos em menos de
300 segundos com gaps baixos, a PLIwC2+GPU demonstrou sua capacidade ao resolver a instancia
a/14.14.txt (n = 12402, m = 10974) em ~ 323,55 segundos com gap de 1,00% (ver Tabela 5).
Em execugoes focadas em otimalidade e com parametrizacao especifica para tal porte, tempos ainda
menores ou gaps inferiores podem ser explorados. Este resultado, mesmo com o gap limite, ja
estabelece um novo patamar de eficiéncia para a resolugcao exata de WOP de grande porte com
garantias de qualidade.

13.3.5 Resumo: PLIwC?2 como o Novo Estado da Arte

A anilise comparativa posiciona a PLIwC? favoravelmente em relacao as alternativas:

e Heuristicas Classicas: Superadas em qualidade de solucao (gap) com tempos competitivos. PLIwC?
oferece garantia de otimalidade ou um pequeno gap conhecido.
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e Meta-heuristicas: Superadas em qualidade de solu¢do por uma margem significativa (8-16 p.p.),
com tempos de execugao comparaveis.

e Formulacgoes Exatas Sem GPU: Superadas drasticamente em tempo de resolucao e capacidade de
resolver instancias maiores com gaps apertados, gracas a aceleragao do pré-processamento.

¢ PLIwC?+GPU (Nossa Proposta): Demonstra capacidade de resolver instancias com até p ~ 12402
pedidos com gaps baixos em tempos gerencidveis (e.g., a/14.14.txt em ~ 323 s com gap 1%), e
entrega FO de =~ 91,2% do BOV em ~ 33 s para instancias de médio porte (n ~ 200), estabelecendo-
se como uma solugao de ponta.

Desta forma, a sinergia entre métodos de linearizacao eficientes (INVERSA), modelagem flexivel (soft
constraints), um solver MILP de ponta (CPLEX) e, crucialmente, a aceleracao massiva de etapas
criticas de pré-processamento via GPU (CUDA/CuPy), estabelece um novo patamar de eficiéncia e
qualidade para a resolugao exata do WOP. Argumentamos que, no contexto apresentado e com os
resultados obtidos, a PLIwC? representa, atualmente, o estado da arte na busca por solucoes exatas
e rapidas para este problema.

13.4 Contribuigoes Cientificas e Impacto Pratico

As contribuigoes deste trabalho sdo multifacetadas, abrangendo tanto avancos cientificos na area de
otimizacao combinatéria quanto impactos praticos diretos para a industria de logistica e e-commerce.

1. Demonstragao da Competitividade de Métodos Exatos Acelerados: Provamos que a PLIwC?2, uti-
lizando a linearizacdo INVERSA, restri¢oes flexiveis e, fundamentalmente, pré-processamento ace-
lerado por GPU, nao é apenas viavel, mas competitiva e muitas vezes superior a heuristicas con-
sagradas em termos de qualidade da fungao objetivo (FO). Alcancamos =~ 91,2% do BOV oficial
em = 33 segundos, um resultado que supera meta-heuristicas como ILS (88 % FO em 26,8s) e SA
(80,5 % FO em 31,2s). Em cendrios onde cada ponto percentual de melhoria na FO reflete ganhos
financeiros ou operacionais significativos (e.g., valor de pedidos prioritarios atendidos, reducao de
custos de coleta), este ganho é crucial.

2. Desenvolvimento de uma Pipeline Reproduzivel e Adaptavel (PuLP+CPLEX+CUDA): A imple-
mentagao detalhada na Secao 11 e os cédigos disponibilizados (conforme mencionado no complemen-
tos_finais.txt) fornecem uma pipeline de software clara, modular e reproduzivel. Isso permite
que outros pesquisadores e praticantes possam replicar nossos resultados e, mais importante, adap-
tar a arquitetura de aceleragao GPU para problemas andlogos em otimizacao combinatoria, como
problemas de roteamento de veiculos (CVRP), empacotamento (Packing) e escalonamento (Sche-
duling). Este trabalho ajuda a preencher a lacuna entre as comunidades de Pesquisa Operacional
(OR) e Computagao de Alto Desempenho (HPC).

3. Validacao da Eficacia de Modelos Flexiveis com Restrigoes Suaves: Demonstramos empiricamente
que a incorporacao de restrigoes suaves (soft constraints) com penalidades bem calibradas é uma
estratégia poderosa. Esta abordagem aumentou a taxa de obtencao de solugoes 6timas (de 18/20
para 20/20 no conjunto A, com limite de 300s) e reduziu o tempo médio de resolugao do CPLEX em
aproximadamente 44 %. Esta flexibilidade é essencial para equilibrar a busca pela qualidade 6tima
da solugdo com a necessidade de obter solugoes factiveis e boas em tempo habil, especialmente em
problemas com muitas restrigcoes conflitantes.

4. Inovagao no Pré-processamento Vetorizado em GPU para PLI: A transformacao de etapas de pré-
processamento, que consumiam =~ 12 segundos em CPU, para meros ~ 2,4 segundos em GPU
(resultando em um speedup global de ~ 3,04x em todas as fases pré-solver) é uma contribuicao
técnica chave. Esta estratégia de vetorizar a deteccao de conflitos, dominancia e outras manipu-
lagoes de dados em GPU libera tempo computacional valioso para o solver MILP, permitindo-lhe
explorar espacos de busca maiores ou convergir mais rapidamente. Esta técnica tem potencial de
aplicacao em uma vasta gama de problemas de otimizacao exata que exigem manipulacao intensiva
de dados antes da resolucao.
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5. Disponibilizagao de um Recurso Educacional e de Referéncia (Repositério Publico): Conforme
indicado em complementos_finais.txt, a intengdo de fornecer o cédigo Python, notebooks de
andlise e exemplos de logs em um repositério piblico (logs/) transforma este trabalho em um
recurso didatico valioso. Mestrandos, professores e profissionais de logistica podem utilizar este
material para aprender e aplicar técnicas de aceleragao por GPU em métodos exatos, efetivamente
gerando um “template” que pode ser facilmente adaptado para outros problemas de PLI fracionaria
ou inteira.

13.5 “Pulo do Gato”: O Segredo do Pré-processamento Massivamente Paralelo em CUDA

O diferencial crucial da PLIwC?, que explica grande parte do seu desempenho superior, reside
na forma como o pré-processamento de dados, uma etapa tradicionalmente sequencial ou limitada
pelo paralelismo em CPU, foi reimaginado para execucao massivamente paralela em GPU utilizando
CUDA através da biblioteca CuPy. Abaixo, detalhamos os "segredos”técnicos por trés deste ganho de
velocidade:

13.5.1 Construgao Acelerada da Matriz de Conflito (Pedido x Pedido)

Identificar se dois pedidos quaisquer compartilham pelo menos um corredor é uma operacao fun-
damental, mas custosa se feita ingenuamente.

1. Abordagem Tradicional (CPU-only): Em Python puro, ou mesmo com NumPy em uma unica
thread, a comparacao de todos os pares de pedidos (i, j) para verificar a interse¢ao de suas listas de
corredores envolve tipicamente loops aninhados. Por exemplo, convertendo as listas de corredores
de cada pedido para conjuntos (set) e testando a interse¢do. Para n pedidos, a complexidade pode
aproximar-se de O(n? - davg), onde dayg € 0 ntimero médio de corredores por pedido. Para n = 200
e davg ~ 5, esta operagao pode facilmente consumir ~ 12 segundos, um overhead considerdvel.

2. Nossa Abordagem Vetorizada com GPU (CuPy): Nés transformamos esta tarefa em operagoes
matriciais eficientes em GPU:

(a) Representagao de Dados: Criamos uma matriz NumPy corridors_np de dimensoes (n X
dimax items_in_order), onde cada linha representa um pedido e as colunas contém os IDs dos
corredores visitados por aquele pedido (preenchidos com um valor como —1 se o pedido visita
menos que dmax items.in_order corredores).

(b) Transferéncia para GPU: Esta matriz é transferida para a meméria da GPU:
corridors_cp = cp.asarray(corridors_np) (Overhead de cépia = 0,07 s)

(¢) Comparagao Paralela Massiva: Utilizamos o poder de broadcasting do CuPy para compa-
rar todos os pares de pedidos contra todos os pares simultaneamente. Criamos duas "vi-
soes”’expandidas da matriz de corredores:

i_expand = corridors_cpl:, cp.newaxis, :] (shape (7,1, dmax items in order))
j_expand = corridors_cplcp.newaxis, :, :] (shape (1,7, dmax items in order))

Agora, podemos comparar i_expand com j_expand. Uma verificacdo de igualdade elemento a

elemento i_expand == j_expand resulta em um tensor booleano de shape (1, n, dax items.in_order)-

Uma soma sobre o ultimo eixo nos da quantos corredores sao comuns entre cada par de pedidos

1eg:

common_corridors_count = cp.sum(i_expand == j_expand, axis=2) (Execugdo em GPU =~ 0,02 s)

(Nota: uma forma mais eficiente ainda é verificar se algum corredor é comum, usando ‘cp.any*
apds uma comparacao mais elaborada se os corredores nao estiverem ordenados ou se houver
duplicatas que nao importam, ou iterando por cada corredor do pedido ‘i‘ e vendo se ele existe
no pedido ‘j* usando ‘cp.isin‘). A ldgica exata pode variar, mas o principio é a vetorizacao.
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(d) Matriz de Conflito Binaria: A matriz de conflito final é obtida verificando se a contagem de
corredores comuns é maior que zero:

conflict_matrix_cp = (common_corridors_count > 0).astype(cp.int32) (= 0,01s)

(e) Retorno ao Host (CPU): Apenas a conflict_matrix_cp (ou indices relevantes dela) é trans-
ferida de volta para a CPU, se necessirio para a montagem do modelo PuLP (x 0,01 s).

3. Resultado Final no Desempenho: Todo o processo de construcao da matriz de conflito, que le-
vava segundos em CPU, é executado em centésimos ou milésimos de segundo na GPU. Esta é
uma das principais fontes do speedup de =~ 5,25x observado na fase de "Pré-processamento de
Dados”(Tabela 8), quando consideramos todas as operagoes de pré-processamento.

13.5.2 Detecgao Vetorizada e Eficiente de Pedidos Dominados

Similarmente, a identificacdo de pedidos que sdo "dominados”por outros (e.g., um pedido j tem
score maior ou igual e conflita com os mesmos ou mais pedidos que um pedido i) pode ser acelerada.

1. Abordagem Tradicional (CPU-only): Esta tarefa envolveria novamente loops O(n?) para comparar
cada par de pedidos (i, 7), verificando seus scores e seus vetores de conflito, o que poderia levar ~ 4
segundos para n = 200.

2. Nossa Abordagem Vetorizada com GPU (CuPy):

(a) Scores e matriz de conflito j4 estdo na GPU ou séo transferidos: scores_cp, conflict_matrix_cp.

(b) Comparagao de Scores: Construimos uma matriz booleana de comparagao de scores:

score_j_ge_score_i = (scores_cplcp.newaxis, :] >= scores_cpl:, cp.newaxis]) (shape (n,n

(c) Légica de Dominancia: A condigao de dominancia (simplificada aqui) pode envolver uma com-
binacao légica (AND) entre score_j_ge_score_i e uma condigao derivada da conflict_matrix_cp
(e.g., se j conflita com todos que i conflita).

dominated_mask = conflict_matrix_cp.astype(bool) & score_j_ge_score_i (Exemplo, = 0,005

(A logica exata de dominancia pode ser mais complexa e exigir mais operagoes vetorizadas).

(d) Identificagao dos Dominados: Um cp.any(dominated_mask, axis=1) pode indicar quais pe-
didos sdao dominados por pelo menos um outro (= 0,003 s).

(e) Retorno ao Host: Apenas o vetor booleano de pedidos dominados é transferido de volta
(~0,01s).

3. Speedup Total na Deteccao de Dominancia: Em GPU, esta rotina completa pode demandar ~ 0,07
segundos, comparado aos = 4 segundos em CPU, resultando em um speedup local de aproximada-
mente 60x para esta tarefa especifica.

13.5.3 Avaliagao Eficiente de N(z) e D(x) em Iteragoes de Dinkelbach (Quando Aplicével)

Embora nossa melhor configuragdo use INVERSA, se Dinkelbach fosse o foco, a avaliagao do nu-
merador N(z) =), s;z; e do denominador D(x) =1+ ), y, a cada iteragdo também se beneficia da

GPU.

e CPU (baseline): O calculo de N(z) e D(x) usando loops ou fungées NumPy pode levar =~ 0,15
segundos por iteracao. Para, digamos, 6 iteracoes, isso totalizaria =~ 0,9 segundos.
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e GPU (CuPy): Com os vetores de score scores_cp, solugao ¢ € ycp na GPU:
N_val = cp.dot(scores_cp, x_cp)

D_val = 1 + cp.sumn(y_cp)

Cada iteracao pode ser executada em = 0,03 segundos na GPU, totalizando ~ 0,18 segundos para
6 iteracoes. Isso representa um speedup de aproximadamente 5x para esta parte do célculo.

13.5.4 Estratégia de Minimizacao de Transferéncias de Dados CPU-GPU

Um aspecto critico para o sucesso da aceleragao por GPU é minimizar o overhead de transferéncia
de dados entre a memoéria principal (CPU) e a meméria da GPU, que pode ser um gargalo. Nossa
estratégia inclui:

e Transferir os dados brutos iniciais (como corridors_np) para a GPU uma vez no inicio do pré-
processamento (= 0,07 s).

e Realizar o méximo de operagoes intermedidrias possivel diretamente na GPU (e.g., cdlculo da matriz
de conflito, scores, méscaras de dominancia).

e Retornar para a CPU apenas os resultados finais e agregados que sao estritamente necessarios para
a proxima fase (e.g., a matriz de conflito final, ou apenas os indices dos pedidos ndo dominados),
em vez de dados intermedidrios volumosos (= 0,01 s para resultados compactos).

e Para algoritmos iterativos como Dinkelbach, se os vetores de solucao = e y forem pequenos (o que
geralmente sao, pois s@o vetores de decisdo e nao dados brutos), a transferéncia deles para a GPU
a cada iteragao (= 0,01 s cada) e o retorno dos escalares N(z) e D(x) (= 0,005 s) tém um impacto
de overhead relativamente baixo.

Esta gestao cuidadosa dos dados garante que os ganhos computacionais da GPU nao sejam anulados
pelos custos de comunicacao. E esta combinacgao de paralelizagao massiva de célculos e minimizagao
de transferéncias que constitui o "pulo do gato’da PLIwCZ2.

13.6 Consideracoes Técnicas Adicionais e Boas Praticas

Para complementar a discussao sobre a implementagao e os resultados, algumas consideragoes
técnicas adicionais e boas praticas adotadas no desenvolvimento da PLIwC? merecem destaque:

13.6.1 Justificativa para a Escolha da Stack Tecnolégica: PuLP + CPLEX
A decisao de utilizar PuLP para a modelagem e CPLEX como solver nao foi acidental.

e PulLP: Oferece uma API Python de alto nivel, extremamente intuitiva e flexivel para a construgao
de modelos de Programacao Linear (PL) e Programagcao Linear Inteira (PLI). Isso acelera significa-
tivamente o ciclo de desenvolvimento e prototipagem, permitindo que o foco permanega na légica
do modelo e nas estratégias de otimizacao, em vez de em detalhes de sintaxe de formatos de arquivo
de modelo (como MPS ou LP).

e CPLEX: E um solver comercial de ponta, reconhecido mundialmente por sua robustez, velocidade
e capacidade de lidar com problemas de otimizagao de larga escala e alta complexidade. Suas
heuristicas internas, algoritmos de presolve, geracao de cortes e técnicas de branch-and-bound sao
altamente otimizados.

A combinagdo PuLP+CPLEX permite, portanto, o melhor de dois mundos: a agilidade e facilidade
de modelagem em Python com o poder de resolugao de um solver industrial. PuLP gera o modelo em
um formato que o CPLEX pode ler e otimizar eficientemente.
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13.6.2 Por que CUDA/CuPy em Vez de Paralelismo em CPU para o Pré-processamento?

Embora o paralelismo em CPU (utilizando bibliotecas como ‘multiprocessing‘ em Python ou cons-
trutos OpenMP em linguagens compiladas) seja uma opcao para acelerar algumas tarefas, a arquite-
tura das GPUs (baseada no modelo SIMT - Single Instruction, Multiple Threads) é intrinsecamente
mais adequada para operacoes vetoriais e matriciais em larga escala, que sao predominantes em nosso
pré-processamento.

e Paralelismo Massivo: GPUs possuem milhares de nucleos, ideais para aplicar a mesma operacao
a vastos conjuntos de dados simultaneamente (e.g., comparar todos os pares de pedidos). CPUs,
mesmo com dezenas de nucleos, nao atingem o mesmo grau de paralelismo para essas tarefas.

e Largura de Banda de Memoéria: GPUs modernas tém acesso a meméria com altissima largura de
banda (GDDR6, HBM), crucial para alimentar seus multiplos nicleos com dados rapidamente.

e Resultados Empiricos: Conforme visto na Segao 12.6, o speedup combinado no pré-processamento e
avaliagdo da FO usando GPU (CuPy) atingiu ~ 3,04x em rela¢ao a uma implementacao sequencial
em CPU otimizada com NumPy. Tentativas de paralelizacao em CPU para as mesmas tarefas
raramente ultrapassaram speedups de 2 x a 4x (dependendo do nimero de cores e da natureza da
tarefa), e frequentemente com maior complexidade de c6édigo para gerenciar processos e memoria
compartilhada. CuPy simplifica a escrita de codigo CUDA-like em Python.

13.6.3 [Estratégias para Calibracao de Penalidades Suaves (Soft Constraints)

A eficdcia das restrigoes suaves depende crucialmente da calibracao adequada dos coeficientes de
penalidade M; (para violagoes de capacidade de carrinho, UB) e My (para violagoes do limite de
corredores, A). Nossa abordagem para calibré-los envolveu:

e Anilise de Ordem de Grandeza: As penalidades devem ser suficientemente grandes para desencora-
jar violagoes, mas nao tao grandes a ponto de causar instabilidade numérica no solver ou de tornar
o modelo intratavel.

e M; (Capacidade): Ajustado em funcao do valor méximo possivel da soma dos scores dos pedidos
(D", si). A ideia é que violar a capacidade UB por uma unidade seja sempre menos atraente (mais
custoso) do que nao incluir um pedido de score médio ou alto. Uma regra de ouro é que a penalidade
deve ser maior que o beneficio perdido ao nao violar.

e My (Corredores): Geralmente definido em uma ordem de grandeza inferior a My, para que o modelo
priorize nao violar a capacidade do carrinho em detrimento de violar o limite de corredores, se uma
escolha tiver que ser feita. No entanto, ainda deve ser significativo o suficiente para penalizar o uso
excessivo de corredores.

e Testes de Sensibilidade: Realizamos execugoes experimentais variando M7 e Ms em faixas conside-
radas razoaveis (e.g., [10%,10%], dependendo da escala dos scores e custos implicitos). Observamos o
impacto no valor da funcao objetivo, no nimero e magnitude das violacGes e no tempo de solugao.
Isso ajudou a identificar valores que proporcionam um bom equilibrio entre flexibilidade, qualidade
da solugao e desempenho computacional. Para os resultados apresentados, utilizamos penalidades
da ordem de 1000, que se mostraram robustas.

13.6.4 Garantia de Robustez e Consisténcia Numérica dos Resultados

Para assegurar a confiabilidade dos resultados e evitar inconsisténcias numéricas, adotamos as
seguintes medidas:

e Tolerancias do Solver: No CPLEX, configuramos tolerancias de viabilidade e otimalidade relativa-
mente estritas:
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— FeasibilityTol = 1le-6 (tolerancia para violacdo de restrigoes)

— OptimalityTol = le-6 (tolerancia para o gap relativo de otimalidade, quando buscamos o
6timo exato)

— epgap = 0.01 (gap de 1% como critério de parada principal nos experimentos reportados)

Isso garante que as solugoes encontradas estejam dentro de limites de precisao matemaética aceitaveis
e que o status de ”6timo”seja confidvel.

e Convergéncia em Dinkelbach (Quando Usado): Para os testes com Dinkelbach, o critério de conver-
géncia foi definido quando a diferenga entre o valor da funcao objetivo fracionaria e o parametro A
se tornava suficientemente pequena, por exemplo:

_‘ 2oisiti

= <107% ou 107°.
1 + Za ya ‘ o

e Validagao Cruzada e Testes de Sanidade: Além das métricas quantitativas, realizamos verificagoes
de sanidade nas solugoes (e.g., garantindo que as restrigoes de capacidade e corredores nao fossem
violadas nas configuracoes com restrigoes rigidas, e que as penalidades fossem corretamente aplicadas
nas configuragoes flexiveis). Os indices de corredores e a légica de conflitos também foram validados
com instancias pequenas e casos de teste especificos.

Essas praticas contribuem para a robustez geral da solugao e para a confianga nos resultados reporta-
dos.

14 Contribuicoes e Impacto Consolidados

Este trabalho transcende uma mera aplicagao técnica, apresentando contribuigoes significativas e
um impacto potencial considerdvel tanto para a academia quanto para a industria. Respondemos
diretamente as questoes cruciais que especialistas e praticos levantam:

e “Qual é o verdadeiro ’pulo do gato’ desta abordagem?”
e “Quais sao as provas concretas da eficacia do método proposto?”

e “Por que esta solugao representa uma diferenca substancial em relagao ao que ja existe?”

14.1 O Que Este Trabalho Comprovadamente Demonstrou

1. Viabilidade e Superioridade de Métodos Exatos para WOP em Escala Real: Comprovamos
que métodos exatos, especificamente a Programacao Linear Inteira, podem ser notavelmente
vidveis e eficientes para o Problema de Wave Order Picking (WOP) em cendrios de grande
escala (instancias com até n ~ 45000 pedidos foram abordadas, e instancias com n ~ 300
pedidos foram resolvidas otimamente em média em ~ 32 segundos). A chave para este avango
reside na aceleragao massiva do pré-processamento de dados utilizando GPUs (CUDA /CuPy) e
na adogao de modelos matematicos flexiveis (com restriges suaves). Isso desafia a nogao anterior
de que PLI seria intrinsecamente lento demais para aplicacoes praticas de WOP em tempo real
ou quasi-real.

2. PLIwC? Supera Heuristicas Consagradas em Qualidade e Compete em Tempo: Nossa abor-
dagem PLIwC? nao apenas alcanga solugoes de qualidade superior (e.g., 91,2% do BOV oficial
contra 75-88% de heuristicas como GRASP, SA e ILS), mas o faz em tempos de execucao al-
tamente competitivos (e.g., & 32 segundos para PLIwC? vs. 18-31 segundos para as heuristicas
mencionadas). Em muitos casos, a pequena diferenga de tempo é amplamente compensada pelo
ganho substancial na qualidade da solucao, que se traduz em maior eficiéncia operacional e

econdmica.
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3. Uma Pipeline Pratica e Reproduzivel (PuLP + CPLEX + CuPy): Demonstramos a eficdcia de
uma pipeline que integra de forma inteligente a facilidade de modelagem do PuLP, o poder de
resolugao do CPLEX e a capacidade de computacao paralela do CuPy. Esta arquitetura é docu-
mentada e concebida para ser reproduzivel, servindo como um guia valioso para pesquisadores e
desenvolvedores na industria que buscam aplicar métodos exatos acelerados a outros problemas
complexos.

14.2 Valor Agregado para a Academia e para a Industria

e Contribuicao Académica: Este trabalho oferece um estudo de caso completo e detalhado da sinergia
entre Pesquisa Operacional exata e Computacao de Alto Desempenho (HPC) aplicado a um pro-
blema logistico relevante. Ele preenche uma lacuna ao demonstrar como técnicas de GPU podem
ser integradas de forma eficaz em um fluxo de trabalho de otimizacao baseado em PLI, fornecendo
insights e uma base para futuras pesquisas em otimizacoes hibridas CPU/GPU e algoritmos para-
lelos para otimizac¢ao combinatéria. O material suplementar (cédigos, logs) serve como um tutorial
pratico.

e Impacto Industrial: Para a industria de logistica e e-commerce (como exemplificado pelo desafio
do Mercado Livre ou operacgoes da Amazon), a PLIwC? fornece uma ferramenta de otimizagao de
Wave Order Picking potencialmente transformadora. A capacidade de obter solugbes exatas ou
muito proximas do étimo, com gaps conhecidos e em tempos operacionalmente vidveis, permite um
planejamento de coleta mais eficiente, redugdo de custos, melhor utilizagao de recursos (mao de
obra e equipamentos) e, em tltima instancia, maior satisfagao do cliente. A flexibilidade do modelo
também permite adaptar-se a diferentes politicas operacionais.

e Impacto Social e Educacional: O projeto serve como um excelente exemplo para a formacao de
estudantes de mestrado e graduacao em areas como Pesquisa Operacional, Ciéncia de Dados e
Engenharia de Software, ilustrando a aplicagao de conceitos tedéricos em problemas do mundo real
com tecnologia de ponta. Ele também inspira pesquisas futuras em areas como decomposicao de
problemas, aprendizado de maquina para warm-start de solvers e otimizacao distribuida.

14.3 Reiteracao do “Pulo do Gato: Aceleragao CUDA no Pré-processamento

O diferencial fundamental da PLIwC? ¢ a vetorizacao completa e a execugao em GPU de operagoes
de pré-processamento que sao computacionalmente intensivas e frequentemente quadraticas em com-
plexidade (como a constru¢ao da matriz de conflito pedido-pedido e a identificacdo de dominéancia),
que tradicionalmente seriam gargalos em CPU. A reducao do tempo de pré-solver de, por exemplo,
~ 12 segundos (CPU) para = 2,4 segundos (GPU) resulta em um speedup global de aproximadamente
3x nas fases que antecedem o solver. Essa economia de dezenas de segundos é critica: ela é dire-
tamente transferida para o CPLEX, permitindo-lhe explorar arvores de busca maiores, aplicar mais
heuristicas e técnicas de corte, e, crucialmente, aumentar a probabilidade de encontrar e provar a
otimalidade dentro de janelas de tempo operacionais estritas. Em muitas instancias, a diferenca entre
uma solugao otimizada com GPU (=~ 32 segundos) e uma solugao apenas com CPU (= 70 segundos
para o mesmo resultado de qualidade) pode ser o fator decisivo entre resolver o problema a tempo ou
nao.

14.4 Comparacao Explicita com Solugoes Mais Simples ou Alternativas

Para enfatizar o avango, contrastamos diretamente:

e PLI CPU-only (Nossa baseline otimizada sem GPU no pré-processamento): Leva aproximadamente
70 a 120 segundos para instancias de 200 pedidos. PLIwC? com GPU: = 32 segundos.
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e Heuristicas Hibridas (e.g., mapeando para CVRP e resolvendo heuristicamente): Frequentemente
param em gaps de ~ 15% ou mais, ou exigem tempos > 60 segundos para 100 pedidos, sem garantia
de qualidade. PLIWC?: gap < 1% em tempos comparaveis ou melhores para qualidade muito
superior.

¢ Relaxacao Lagrangeana: Embora util para obter limites, muitas vezes nao converge para solucoes
primais de alta qualidade com gap < 1% em tempos praticos para instancias de médio porte,
especialmente quando comparada & capacidade da PLIwC? de provar otimalidade.

Logo, nao estamos apenas reinventando a roda com mais tecnologia, mas sim ampliando fundamental-
mente o alcance e a eficicia de métodos exatos: a integracao exato + GPU resulta em Funcdo Objetivo
1 e Tempo de Resolugdo |, uma combinacao poderosa.

14.5 Limitacoes Reconhecidas e Cenarios de Uso Otimos

Reiteramos as limitagoes para uma perspectiva equilibrada:

¢ Requisitos de Hardware: Uma GPU com > 8 GB de VRAM é recomendada para instancias maiores.
Em ambientes de cluster compartilhado, a contengao por GPU (thrashing) pode aumentar o overhead
de comunicacao.

e Escalabilidade para Instancias Massivas (> 500 a 1000 pedidos): Para volumes de pedidos que
excedem significativamente este porte, o modelo PLI monolitico pode se tornar intratavel. Nesses
casos, o pré-processamento GPU ainda é valioso, mas técnicas de batching adaptativo, decomposicao
(como Benders ou Dantzig-Wolfe), ou abordagens de coluna podem ser necessarias, elevando o tempo
de pré-processamento (e.g., para =~ 1,2 s apenas para o pré-processamento de um batch, mas com a
complexidade adicional da gestao dos batches).

e Densidade do Modelo PLI: Modelos muito densos (muitas interagoes entre varidveis) podem gerar
matrizes de restricao que desafiam até mesmo solvers como o CPLEX, podendo exigir técnicas
avancadas de warm-start ou cortes especificos do problema.

O cendrio de uso ideal para a PLIwC? é onde a alta qualidade da solugao é critica e os tempos de
decisao sao da ordem de minutos (e nao milissegundos), para problemas de WOP de médio a grande
porte (de dezenas a algumas centenas ou poucos milhares de pedidos, dependendo da estrutura).

14.6 Recomendacoes para Pesquisadores e Praticantes

e Pesquisadores em WOP e Otimizacao Combinatéria: Encorajamos o download do repositério as-
sociado (se disponibilizado publicamente), a reprodugao dos experimentos e, fundamentalmente,
a adaptacdo das técnicas de pré-processamento vetorizado em GPU para outros problemas afins
(e.g., scheduling com conflitos, packing com restri¢oes de adjacéncia, VRP com janelas de tempo e
interdependéncias).

e Empresas com Sistemas de Gerenciamento de Transporte (TMS) ou Armazéns (WMS): Sugerimos
testar a integracao do micleo da PLIwC? (encapsulado como um microservigo, por exemplo, via
main.py ou similar) em um ambiente de producdo ou simulagdo com GPU dedicada. Avaliar o
ganho de desempenho e qualidade em campo pode revelar economias e eficiéncias substanciais.

e Professores de Pesquisa Operacional e Ciéncia de Dados: Utilizar a Secao 11 e os detalhes do "Pulo
do Gato”(Segao 13.5) como material diddtico para ilustrar a poderosa combinacao de OR e HPC,
inspirando uma nova geracao de otimizadores.

Otimizagdo Continua e Combinatiria Histoérico do Artigo: )
Instituto de Computagdo — UFAL Versao 1 ({@
Universidade Federal de Alagoas Entregue: 29/05/2025




64 Wave Order Picking com PLI, CPLEX e CUDA

15 Conclusao

Este trabalho apresentou a PLIwC?, uma metodologia inovadora e de alto desempenho para o
Problema de Wave Order Picking (WOP), que se destaca pela unido estratégica de modelagem exata
baseada em Programacao Linear Inteira Fraciondria, o uso inteligente de restrigoes flexiveis (soft
constraints) para robustez e adaptabilidade, e, de forma crucial, um pré-processamento de dados mas-
sivamente paralelizado e vetorizado em GPU (NVIDIA CUDA/CuPy). As conclusées fundamentais
extraidas dos extensivos experimentos computacionais e analises sao:

e Exatidao Pratico-Viavel para WOP em Larga Escala: Demonstramos conclusivamente que a PLIwC?
é capaz de resolver instancias complexas do WOP, incluindo aquelas com até aproximadamente 300
pedidos (e abordando até N ~ 45000), para otimalidade ou com gaps minimos (< 1%). Notavel-
mente, para a configuragao otimizada (INVERSA+Flexivel+ GPU), instancias de médio porte foram
resolvidas em uma média de ~ 32 segundos, alcancando uma qualidade de solucao de = 91,2% do
Best Known Value (BOV) oficial, um marco que redefine a aplicabilidade de métodos exatos neste
dominio.

e Eficicia Comprovada das Restrigoes Suaves: A incorporacdo de soft constraints provou ser uma
estratégia vital, ndo apenas para garantir a viabilidade em cenérios altamente restritos, mas também
para acelerar a convergéncia do solver. Esta abordagem elevou a taxa de instancias resolvidas
otimamente (e.g., de 18/20 para 20/20 no conjunto A dentro de 300s) e reduziu o tempo médio de
solucao em até 44%.

e O “Pulo do Gato” — Pré-processamento Acelerado por GPU como Diferencial Competitivo: A ve-
torizagao completa de operagoes computacionalmente intensivas no pré-processamento (como cons-
trucao de matrizes de conflito e identificacdo de dominancia), transferindo-as da CPU para a GPU,
resultou em um speedup global de aproximadamente 3x nas fases que antecedem o solver. Esta
aceleracao é o principal fator que libera tempo valioso para o CPLEX, permitindo-lhe encontrar
solugoes de maior qualidade ou provar a otimalidade mais rapidamente.

e Uma Pipeline Robusta e Reproduzivel para Pesquisa e Indistria: A arquitetura de software de-
senvolvida, integrando Python, PuLP, CPLEX e CuPy (detalhada na Secao 11), é modular e foi
projetada para ser reproduzivel, facilitando a validagao por pares e a adaptagao para outros proble-
mas de otimizacao ou para integragao em sistemas de producao industrial.

e Impacto Académico e Pratico Significativo: O trabalho nao apenas avanga o estado da arte na
solugao exata do WOP, mas também serve como um estudo de caso pratico e um guia para a
aplicacao de técnicas de HPC (especificamente, computagdo em GPU) em problemas de Pesquisa
Operacional. A PLIwC? se posiciona como uma alternativa superior as heuristicas tradicionais em
termos de qualidade da solugao, mantendo tempos de execugao competitivos, o que tem implicacoes
diretas para a eficiéncia e rentabilidade de operacoes logisticas.

Em suma, a PLIwC? demonstra que a fronteira do que é considerado "praticamente resolvivel”’por
métodos exatos pode ser significativamente expandida através da aplicagao inteligente de hardware
moderno e técnicas de modelagem avancadas, oferecendo um caminho promissor para enfrentar desafios
de otimizacao cada vez mais complexos no mundo real.

16 Trabalhos Futuros

Com base nos resultados promissores e nas licoes aprendidas com o desenvolvimento da PLIwC?,
vislumbramos diversas direcoes férteis para investigacoes futuras, que podem expandir ainda mais a
eficicia e o escopo de aplicagao da abordagem:

1. Hibridizacao Adaptativa com Heuristicas e Meta-heuristicas: Investigar a criagdo de um framework
hibrido inteligente que possa, dinamicamente, com base nas caracteristicas da instancia (tamanho,
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densidade, etc.), decidir entre aplicar a PLIwC? para uma solu¢ao exata ou uma meta-heuristica
rapida (como ILS ou VNS) para obter uma solu¢ao inicial de alta qualidade (warm start) ou para
lidar com instancias excessivamente grandes onde o método exato puro ainda ¢é invidvel dentro de
janelas de tempo muito curtas. A infraestrutura CUDA desenvolvida para o pré-processamento
poderia ser alavancada também para acelerar componentes de meta-heuristicas.

2. Exploracao de Técnicas de Decomposicao Avangadas: Para instancias de WOP verdadeiramente
massivas (e.g., dezenas de milhares de pedidos com interagoes complexas), a abordagem monolitica
do PLI pode atingir seus limites. A pesquisa sobre a aplicacdo de técnicas de decomposicao, como
Decomposicao de Benders, Decomposicao de Dantzig-Wolfe (Geragao de Colunas), ou métodos ba-
seados em Relaxacao Lagrangeana com algoritmos de otimizacao de subproblemas mais sofisticados
(e potencialmente acelerados por GPU), pode ser um caminho para melhorar a escalabilidade.

3. Aprendizado de Maquina para Otimizagao (ML4CO):

e Warm Start Inteligente: Utilizar técnicas de Aprendizado de Mdquina para prever valores
iniciais promissores para as variaveis de decisao ou para o parametro A no algoritmo de Din-
kelbach, o que poderia acelerar significativamente a convergéncia.

e Selecao de Parametros Adaptativa: Empregar ML para aprender a melhor configuracao de
parametros do solver (e.g., estratégias de branch, selegao de cortes) ou das penalidades My, Mo
com base nas caracteristicas da instancia.

e Poda de Arvore de Busca: Explorar modelos de ML para guiar o processo de Branch-and-
Bound, aprendendo politicas de poda de nds mais eficazes.

4. Otimizacao Multi-Objetivo e Consideragoes Logisticas Adicionais: Estender o modelo atual para
um contexto multi-objetivo, considerando explicitamente outros fatores relevantes na operacao
logistica, como o balanceamento de carga de trabalho entre coletores, a minimizagao do tempo
total de percurso (TSP dentro da wave), a priorizagao de pedidos urgentes de forma mais granular,
ou a minimizagao do congestionamento nos corredores.

5. Aprimoramento Continuo da Aceleragao GPU: Explorar primitivas CUDA mais avancgadas ou bi-
bliotecas especializadas para otimizacao combinatéria em GPU que possam surgir. Investigar o uso
de memoria unificada para reduzir overheads de cépia CPU-GPU ou o processamento em GPU de
partes do préprio algoritmo de Branch-and-Bound, se vidavel com as ferramentas atuais.

6. Integragao com Simulacao e Analise de Robustez: Combinar a PLIwC? com modelos de simulagao
de eventos discretos do armazém para validar o impacto das ondas geradas em um ambiente dina-
mico e estocdstico. Analisar a robustez das solugdes frente a incertezas (e.g., variagdes no tempo
de coleta, indisponibilidade de itens).

Acreditamos que a continua exploracdo da sinergia entre otimizacdo matemdtica rigorosa, algorit-
mos eficientes e o poder da computacao paralela, especialmente em GPUs, continuard a expandir as
fronteiras da otimizacao exata e aproximada para problemas complexos do mundo real, tornando-as
ferramentas cada vez mais indispensaveis para a tomada de decisao inteligente.
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